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OZET

Tezli Yuksek Lisans
Karisim Deneylerinde Ortogonal Blok Tasarimlarin Olusturulmasi Uzerine Bir
inceleme
Pelin ALTAN

Dokuz Eyliil Universitesi

Sosyal Bilimler Enstitlisi

Ekonometri Anabilim Dali
istatistik Programi

Film, gida, petrol, ila¢ ve lastik gibi sanayileri iceren cesitli endlistriyel
arastirmalarda, uriin bilesenlerin belirli oranlarda karisimindan olusmaktadir.
Maksimum (retim performansi agisindan degiskenlerin optimum oranlarinin
bulunmasi 6nemli bir problemdir. Karisim deneyleri ise, bu problemlerin
¢6ziimiine yonelik etkili yontemler icermektedir. Bu nedenle, isletmelerin
kalite iyilestirme calismalarinda karisim deneyleri 6nemli bir rol oynamaktadir.

Bu calismada, karisim deneylerinde kullanilan tasarimlar incelenmistir.
Scheffé modelleri temel alinmis ve ardindan, Scheffé modellerine alternatif
modeller tanitilmigtir. Daha sonra, iki veya daha fazla ortogonal bloklu q = 3
bilesene sahip tasarimlarin olusturulmasinda genel yéntemler incelenmistir.
Tasarimlar spesifik 6zelliklere sahip Latin kareler ile olusturulmus ve Draper
ve Prescott tarafindan verilen doért ve bes bilesenli tasarim yapilan ile
genellestirilmistir.

Anahtar Kelimeler: 1) Deney Tasarimi, 2) Karisim Deneyleri, 3) Ortogonal
Bloklama, 4) D-Optimum Tasarimlar



ABSTRACT

Master Thesis
A Study on the Construction of the Orthogonal Block Designs in Mixture
Experiments
Pelin ALTAN
Dokuz Eylul University
Institute Of Social Sciences

Department of Econometrics

In varieties of industrial research including film, food, petroleum,
pharmaceuticals, and rubber, the product is a mixture of several ingredients.
An important problem is to find the optimum proportions of ingredients in
order to maximize the product performance. Mixture experiments include
effective tools in determining such optimum proportions. So, mixture
experiments play an important role in quality improvements studies of the
companies.

In this study, the designs that are used in experiments with mixtures
are examined. Scheffé models are mentioned and then the alternative models
of Scheffé models are introduced. After that, general method of constructing
designs for q 2 3 mixture components in two or more orthogonal blocks are
examined. The designs are built from Latin squares with specific properties
and are generalizations of those for four and five components given by Draper
and Prescott.

Key Words: 1) Design of Experiment, 2) Mixture Experiments, 3) Orthogonal
Blocks, 4) D-Optimal Designs
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GiRiS

Birgok Urin, bazi maddelerin karisimindan meydana gelir ve bu tdr Grlnlere
ait kalite karakteristiklerinin istenilen sonuglarini elde edebilmek igin, Gran{
olusturan bilesenlerin oranlarinin ne olacagini tespit etmek énemli bir problemdir.
EndUstriyel arastirmalar kapsaminda, istenilen sonug "en iyi kaliteye" ulasmaktir. En
iyi kalitenin belirlenmesi goéreceli bir konudur. Bahsedilen problemi ¢dzimlemek
amaciyla 1958 yilinda Scheffé karigim deneylerini 6nermis ve bu amacla kanonik
polinomlar tanitmistir. izleyen yillarda Scheffé modellerine alternatif modeller
tanitiimis olup, Womeldorph, Cornell, Lawrance, Box, Draper, McLean, Nigam,
Anderson ve Gorman gibi cesitli bilim adamlari karisim deneyleri metodolojisine
katkida bulunan galismalar ortaya koymuslardir.

Birinci bélimde deney tasariminin kisa bir tarihsel gelisimi sunulmus ve
karisim deneylerinin temelini olusturan deney tasarimi tanitiimistir. iki seviyeli tam
faktériyel tasarimlar incelenerek ana ve etkilesim etkilerinin bulunmasi, ana etkiler
ve farkll derecelerden etkilesim etkileri arasindaki iliski ve gbreceli énemi agisindan
faktoriyel etkiler igin temel prensipler anlatiimistir. Deneysel Uniteler arasindaki
degdiskenlikten kaynaklh olarak deneysel hata artmakta, deney hassasiyeti ise
azalmaktadir. Bu problemi ortadan kaldirmak icin deney tasarlarken, géreceli olarak
homojen deney Uniteleri ayni uygulama grubunda toplanir. Bu duruma iki seviyeli
tam faktoriyel tasarimlarin bloklanmasi konusunda deginilmistir. BIUmUn izleyen
yapisi icinde, degiskenlerin bir kisminin énemli sayildii eleme calimlarinda, belirli
etkilerin ihmal edildigi arastirmalarda, deneylerin ardisik olarak uygulandigi deney
programlarinda kullanilan ve daha ekonomik olan kesirli faktériyel tasarimlar

incelenmis olup ¢6zundrlik ve minimum abarti kriterlerine deginilmigtir.

ikinci bélimde, karisim deneylerinin tanitilmasi, Simpleks kafes tasarimlar,
Simpleks merkez tasarimlar konularina deginilmis, Scheffé modelleri tanitilmis ve
bu modellere alternatif olan modeller incelenmigtir. Karisim deneylerinde g6z
6nldnde bulundurulmasi gereken onemli bir konu da, deneyler olusturulurken,
deneysel hataya neden olan ve gurilth (slreg) degiskeni olarak adlandirilan birgok
gur0ltd kaynaginin mevcut olmasidir. Bu tarz deneylerde siire¢ degiskenlerinin farkl

kombinasyonlari ile deneme setleri bloklar iginde diizenlenerek parametre tahminleri



blok etkisinden bagimsiz olarak tahminlenebilir. Bloklama girdltiyld azaltmak igin
kullanilan bir teknik olup deneysel hatanin azaltiimasini saglar. S6z( gecen konu
cercevesinde Nigam (1970) tarafindan ortaya atilan ve John (1984) tarafindan
gelistirilen ortogonal bloklama kosullari ayrintili olarak incelenmistir. Bu kosullar dért
degiskenli karisim deneyi igin tasarimin cesitliligini saglayan Latin Kareler
metodunun karakteristik 6zelligine bagli olarak Draper (1993) tarafindan
kullanilmistir. Metot, her bir blokta kullanilan Latin Kare ciftlerinin ortogonal bloklama
kosullarini saglamasina bir anlamda karelerin es olmasina baglidir. Es ciftlerin
gesitli kombinasyonlarini iceren &érnekler John (1984), Cornell (1990) ve Draper
(1993) tarafindan verilmis olup her iki blokta da yer alan ortak karigimlarin ortogonal
bloklama yapisini bozmadan silinmesi ile toplam deneme sayisinda indirgeme
saglandigi gbésterilmistir. Ayni bélim iginde bes bilesenli karisim deneyleri icin bu
yapilarin gelisimi ele alinmistir.

Ugiincli béliimde, analitk ve niimerik metotlar ile elde edilen ekstrem
noktalarin varligr icin gerekli kosullari ve ug¢ degerlerine ulagan fonksiyonun
bagimsiz degiskenlerin hangi degerleri icin ekstrem noktalar oldugunun bulunmasini
konularini igeren optimizasyon teorisi tek degiskenli ve ¢ok degiskenli durumlar igin
incelenmis, Analitik ¢6zimle basitlestirmenin imkansiz veya kesin ¢é6zimiin mevcut
bilgilerin 6tesinde oldugu veya elle ¢6zUminin sikinti yarattigi bir ¢ok problemin
¢6zUmine yardimci olan nimerik analizden bahsedilmistir. Ayni konu gercevesinde
fonksiyonun optimizasyonunda “Simulated Annealing Yoéntemi (Benzetilmig
Tavlama)”, “Metropolis Algoritmalari” ele alinmistir. Optimalite kriterleri, bazi
degdiskenlerin etkiledigi bir yanitin modellenmesi ve analiz edilmesi problemini
¢bzmek icin istatistiksel ve matematiksel tekniklerin bir araya getirilmesinden
olusmus yanit ylzeyleri metodolojisine ve yanit ylzeylerinin karakterize edilmesi
hususuna deginilmistir. Ayrica, Uretim hattinda en ylUksek kalite seviyesine ulasma,
maliyet minimizasyonu, Uriin maksimizasyonu gibi istenilen yanit degerlerini veren
girdi degiskenlerinin olusturulmasinda optimum kosullarin elde edilmesi ydntemi
olan “En Hizli Artis Metodu” konulari ifade edilmistir. Uclincli bélimde sunulan
yontemler (prosedurler) dérdinct bélimde yer verilecek olan uygulama igin temel
olusturmaktadir.

Bolim 2 de ifade edilen ortogonal bloklama ve Ayrik ortogonal Latin Kareler,

Bolim 3 de verilen optimizasyon teknikleri ve Simulated Annealing Y&ntemi



konusunda icin gerekli aciklamalar yapilmistir. Dérdiinci bélimde bu yapilar baz
alinarak, blok degiskeni iceren kuadratik model igin bes degiskenli iki ortogonal
bloklu tasarim yapisi ele alinarak degiskenlerin optimum degerleri elde edilmesine
yOnelik bir uygulamaya yer verilmistir. 5 degiskenli durum icin en iyi tasarim sinifini
bulmak ve Grinin gdzlenen kalite karakteristiginin optimizasyonunu veren karisim
bilesenlerinin optimum performans oranlarini bulmak amaciyla gerceklestirilen
uygulama da analitik ve nimerik metotlarin her ikisi de kullaniimistir. Son bélimde
ise calismanin ana hatlan incelenmis ve cesitli sonuglar ve Oneriler ortaya

konmustur.



Bélim 1

FAKTORIYEL TASARIMLAR

1.1. DENEY TASARIMININ TARIHSEL GELIiSiMi

Bilimin dizenli deneylere olan ihtiyaci oldukga eski olup Francis Bacon’'un
gerceklestirdigi deneylere dayanmaktadir. John Stuart Mill, olduk¢a modern gorusli
bir deney teorisi gelistirmistir. Mill ’in gelistirdigi metot, bir defada tek faktdrin
degistiriimesine dayanmaktadir. Mill ayni zamanda kontrolli deney ile pasif gdzlem
arasindaki dnemli farka da dikkat ¢cekmektedir. Bir defada tek bir faktér degisiminin
g6z 6nline alindidi basit metotlardan sonra, deney tasariminin gelisimi 1920’lerin ilk
yillarinda Fisher ’in calismalar ile baslamistir. Fisher, ¢cok sayida faktdriin ele
alindigi deney teorisini ortaya atmistir. Fisher, bitki tirlerinin kalitesini basarili bir
sekilde karsilastirmistir. Bu amagla ilk olarak homojen glbre kosullarinda arazileri
bir kag bloga ayirmistir. Daha sonra bu bloklarin her birinin icinde bitki tirlerini
tesadifi olarak ekmistir. Bu yaklasim, bitki tirleri, arazi ve giibre kosullari arasinda

karsilastirmalarin yapilmasina imkan vermistir.

Fisher bu calismalari sirasinda, bloklarin olusturulmasina ve deneylerin
tesadlfi olarak uygulanmasina ihtiyag oldugunu fark etmistir, (Rasgele Blok
Tasarimlar, Latin Kare Tasarimlar). Olusturulan bu yapi deney tasariminin
gelisimine baz olusturmus ve faktdriyel analizin dogmasina ve gelismesine olanak
saglamistir.

Baslangicta tim cabalar veri analiz tekniklerinin olusturulmasina ve
gelistiriimesine yoénlendirilmistir. Tarimsal ve biyolojik deneylerin sidresinin uzun
olmasi nedeniyle tasarim metotlarinin gelisimi daha yavas olmustur. Deney tasarimi
1950’lerin basina kadar teknolojik calismalarda pek kullaniimamis, fakat bu tarihten
itibaren kullanimin artmasi ile ilerleme ve gelisme cok hizli olmustur. Ozellikle Japon
endustrisinde kesirli faktdriyel tasarimlarin yaygin bir sekilde kullaniimaya
baslaniimasi ile oldukga ucuz ve az caba ile pek cok kontrol edilebilir faktdrin
etkilerinin guvenilir bir sekilde nasil belirlenebilecegi kanitlanmistir.



Daha sonra bu ilk fikirlerin (zerine tam faktériyel tasarim teorisi
gelistiriimistir. 1930 ve 1940’larda cebirle de ilging baglantilari olan kombinasyonlu
deneyler kesfedilmistir. Bu deneyler, Ortogonal Latin Kare, dengeli eksik bloklar,
Youden kare, ortogonal diziler, fakidriyel kesirler olarak siralanabilir. Faktor
seviyeleri kombinasyonunun tanimladi§i bir uzay ya da bélgenin mevcut oldugu ve
bu bdlgede denemelerin gerceklestirilebilir oldugu varsayimina dayali olarak 1950-
1960’larda cevap ylzeyi metodolojisinin gelistirimis ve daha karmasik
modellemelere olanak saglanmigtir.

Deney Tasariminin tarihsel gelisimi en genel yaklasimla “bir defada bir
faktériin degisimi” yonteminden, cok faktdrll tasarimlar yolu ile “bir defada birden
fazla faktérin degisimi” ydontemine dogru bir gelisim seklinde ézetlenebilir.

1.2.  iKi SEVIYELi TAM FAKTORIYEL TASARIMLAR
1.2.1. 2* Faktériyel Tasarim

iki ya da daha fazla faktoriin etkisinin arastirildigi deney tipleri iginde en etkin
olani faktoriyel tasarimlardir. Faktériyel tasarimda faktér seviyelerinin tim mimkin
kombinasyonlari arastirmada dikkate alinir. Genel olarak 2% tasariminin seviyeleri,
koordinatlar (xi,..., x) ,= (¥1,..,F1) olan 2 adet noktayl temsil etmektedir.
Geometrik olarak bir tasarim, her bir boyutu bir faktér ile temsil edilen hiperkibiin
kdse noktalarinin koordinatlarindan olusmaktadir.

Her biri 2 seviyeye sahip k adet faktérll tam faktériyel deneyler:

2x2...x2=2"
ile tanimlanir ve iki seviyeli k faktdérin tim mimkin kombinasyonlarindan olusur.
Faktorler, iki seviyeye sahip olduklari igin, bu tip deneylerde segilen faktér
seviyelerinin sinirlari zerinden, yanitin sadece dogrusal etkisi ile ¢alisilir. Amag;
ana etkileri ve farkli derecelerden etkilesim etkileri de dahil olacak sekilde, faktériyel
etkileri belirlemek ve/veya tekrarli ya da tekrarsiz deneyler igin; yer ve yayilim
modellerinin  kurulmasi amaciyla faktoriyel etkilerin tahminlenmesi ve test
edilmesidir.



Faktor seviyelerinin bir kombinasyonu uygulama ya da deneme olarak
adlandirilir. Deney siresince degeri degisen ve yanit Uizerinde dnemli etkiye sahip
olan ve tasarim iginde yer almayan degiskenler gurilti degiskeni olarak adlandirilir.

2" tasarimlarin iki 6nemli 6zellige sahip olup bunlar;

i. Denge (her bir faktériin seviye sayisinin esit olmasidir).

i. Ortogonalite (iki faktériin tim seviye kombinasyonlarinin esit olmasidir.

Eger tim faktor ciftleri ortogonal ise tasarim ortogonaldir )

Deneysel uygulamalarin listesi tasarim matrisi olarak adlandirilir ve D ile
tanimlanir. Bir 2* faktériyel tasarim matrisi k siitun ve N = 2¥ siradan olusur. k adet
degiskenin her biri igin bir situn vardir ve her bir sira, her bir deneme i¢in uygulama
kombinasyonunu tanimlar.

Tablo 1.1 ile verilen denemeler standart dizendedir. Birinci situnun
elemanlari, sirasiyla eksi ve arti igaretlerinin déniisim ile elde edilir. ikinci stitunun
elemanlari eksi ve arti ciftlerinin dénisimi ile elde edilir. Ugiincl situnun
elemanlari eksi ve arti isaretlerinin dérderli gruplarinin dénisimu ile elde edilir ve
bu islem grup sayilari iki kat artirilarak devam eder. Son situn 2¢" eksi isareti takip
eden 2" arti isaretten olusur.

Gozlemlerin iliskisiz ve esit varyanshi oldugu varsayimi ile 2% faktériyel
tasarim, genel ortalamanin ve 2 -1 faktériyel etkinin birbirinden bagimsiz minimum
varyansli tahmininin elde edilmesini saglar. Etkilerin sayilari su sekilde ifade
edilebilir;

k adet ana etki
k—(kz_ D adet iki-faktor etkilesim etkisi
W adet Ug¢-faktér etkilesim etkisi

k(k=1)(k=2)...(k—h-1)
h!

1 adet k-faktér etkilesim etkisi

adet h-faktor etkilesim etkisi



Ana etkilerin tanimlandigi tasarim matrisinden bagimsiz degiskenler matrisi
X elde edilir, (bkz. Tablo 1.1). Bu matrisin bir diger adi model matrisidir. X
matrisindeki bir jj etkilesim sOtunu, i ve j s(Otunlarinin karsilikli elamanlarinin
carpimindan olusur. Benzer sekilde, ik etkilesim sOtunu da Jjj sdtununun k
sUtunundaki karsilikli elemanlar carpilarak elde edilir. X matrisinin ilk situnu
tamamen arti isaretinden olusur ve genel ortalamayi temsil eder. Bir 2* tasarim igin

tam model matrisi 2" stitun ve 2 siradan olusur.

Tablo 1.1 2° Faktériyel Icin Tasarim ve Bagimsiz Degiskenler Matrisi

Tasarim
Matrisi Bagimsiz Degisekenler Matrisi Gézlemler
D X v
1.2 3 I 1 2 3 12 13 23 123
o oot ) Y1
T L ) + + \Z
-+ - - 4+ - -4 . Vs
A Ye
ST L A Ys
ot L ) Ye
Syt o y7
+ + o+ + + + + + o+ o+ + Ys

Bir 2¢ tasarimindaki ana etki, herhangi bir faktdriin diisiik seviyedeki ortalama
yanit degeri ile ayni faktériin ylksek seviyedeki ortalama yanit degeri arasindaki
fark ya da faktér seviyesindeki degisimin yanitta olusturdugu degisim olarak
tanimlanir. Finci uygulamadaki gézlem z; ile tanimlanacak olursa (z;, yer 6lgusu ile

ilgileniliyor ise y,, yayiim 6lgus ile ilgileniliyor ise Ins’degerini tanimlar), A

faktoérindn ana etkisi genel olarak:
ME(A)=z(A+)-z(A-)

Tam faktoriyel tasarimlarin simetrik olmalari nedeni ile Z(A+) ve zZ(A—) degerleri

diger faktorlerin tim seviye kombinasyonlari (zerinden hesaplanir, (Tablo 1.2).
Faktoriyel tasarimlarin bu 6zelligi tekrar Uretilebilirlik olarak adlandirilir ve simetrik



olmayan tasarimlar bu 6zellige sahip degildir. (Her faktériin ayni seviye sayisina
sahip olmasi durumunda, faktoriyel deneyler “Simetrik Faktoriyel Deneyler” olarak
adlandirilirlar. En azindan, bir faktérin seviye sayisi diger faktérlerin seviye
sayisindan farkli ise “Asimetrik faktoriyel deneyler” olarak adlandirilirlar).

Tablo 1.2 de verilen 2° tasarim ele alinsin: Bir faktdriin ana etkisi, diger
faktdér kombinasyonlarinin her birinde fakt6ériin ortalama yanitta olusturdugu
degisimdir. Ug faktérlli durum icin A faktériiniin ana etkisi ele alindiginda B ve C icin
muUdmkin kombinasyonlar (-;-), (-;+), (+;-), (+;+) olup, A faktdérinin ana etkisi;

Doért kombinasyonda tekrarsiz oldugundan ortalama yanit;

A=1/4[(y2-y1)+(Va-ya)+(Ve-Ys)+(Ve-y7)] (1.1)
=1/4[(a- 1)+ (ab-a)+ (ac-c)+ (abc-bc)]
Tablo 1.2: 2° Faktériyel igin Tasarim Matrisinin Yapisi ve Ana Etkiler
Deney . Ortalama
. A B Cc Vi Kombinasyon o
Kombinasyonu Degisim
(1) " " " ) (';') (y2-y1)
a + - - Yo (=)
b - + - Y3 (+5) (Va-
Ya~y3)
ab + + - Va (+3-) v
c - - b Ys (+) (V6¥s)
ac + - + Y6 (-34)
be - + + yr (+:+) (Ye-y7)
abc + + + Vs (+;+)

Esitlik (1.1) yeniden duzenlendiginde;
A=1/4[(y2+ys+ YotVs) - (Vi+Ya+ Ys+y7)]

elde edilir. Bu ifade,

A=y(A+)-y(A-)

esitligine denktir ve A’nin ana etkisinin kontrastla elde edilebilecegini

gOstermektedir.

de



Kontrasta= a+ab+ac+abc-(1)-b-c-bc

== Y1+ Voo Vot Ya- Vst+ Voo Y7t Vs

Genel olarak bir 2" faktériyel tasarim icin faktériyel etki, tekrarsiz deneyler
icin,

0 = %[Kontrast]
=

I (Genel ortalama) =lk [Kontrast]
2

seklinde olup eger m adet tekrar mevcut ise paydaya m garpani gelir.

Bir 2 faktériyel tasarim kullanildiginda model parametreleri icin en kiiglik

kareler tahminleyicisi

b= 1 X'y = Faktor Etki
2K 2

esitligi ile ifade edilebilir.

A, B ve C faktérlerinin ana etkilerinin eklenebilir oldugu varsayilr.
Eklenebilirlik, her bir fakt6értin yanit degiskeni lizerine yaptigi katkinin diger
faktorlerin etkilerinden bagimsiz olmasidir. Fakat bazi durumlarda faktérler
birbirlerini etkileyebilmektedir. Bu faktér etkilerinden biri, diger bir faktériin seviyesi
tarafindan etkileniyorsa bu iki faktér arasinda bir etkilesim etkisinin var oldugundan
s0z edilebilir. Baska bir ifade ile bir faktériin seviyeleri arasinda ortalama yanittaki
fark diger faktorlerin tim seviyelerinde ayni degilse, faktérler arasinda etkilesim
mevcuttur. AxB etkilesim etkisi;

INT(A,B)=%{2(B+/A +)-zB-/A +)}—%{2(B+/A -)-zB-/A-)}

=%{E(A +/B+)-2Z(A —/B+)}—%{E(A +/B=)-z(A-/B-)}

Burada 2(B+/A+), z; degerlerinin hem A hem de B ’nin + seviyesindeki

ortalamasini belirtir. ilk kdseli parantezin icindeki ifade A 'nin + seviyesinde B ’nin



ana etkisini belirtir ve B ’nin A 'nin + seviyesindeki sarth ana etkisi olarak
adlandirilhr.

ME(B/A+) = ZB+/A+)-zZB-/A+)

AxB etkilesim etkisi, A 'nin + seviyesindeki B ’'nin sarth ana etkisi ile A 'nin —

seviyesindeki B ’'nin sartl ana etkisi arasindaki farkin yarisidir.

INT (A,B)= V2 {ME(B/A+) - ME(B/A-)}
=12 {ME(A/B+) - ME(A/B-)}

Etkilesim etkilerinin tahminlenmesinde kontrastlar da kullanilabilir:

AB="4 [Kontrastag]
= V4 [(1)+ab+c+abc-a-b-ac-bc]
=V Y1~ Yo Yo+ Yat Vs~ Yoo Yo+ Vel

A, B ve C (¢ faktor etkilesimi, (¢ farkl sekilde tanimlanabilir.
INT(A,B,C)=1/2 INT(A,B/C+)-1/2INT(A,B/C-)
=1/2 INT(A,C/B+)-1/2INT(A,C/B-)
= 1/2 INT(B,C/A+)-1/2INT(B,C/A-)

1.2.2. Faktériyel Etkiler icin Temel Prensipler

Onemli bir soru, ana etkiler ve farkli derecelerden etkilesim etkileri
arasindaki iliski ve gdreceli 6nemin ne oldugudur. Ug temel prensip mevcuttur.

a) Hiyerarsik Sira Prensibi:

DlUslUk dereceden etkilerin yiksek dereceden etkilere gére 6nemli olma
olasiliklari daha fazladir. Ayni dereceden etkilerin énemli olma olasihgi esittir. Bu
prensip, pek ¢ok gergcek deneyle dogrulanmis amprik bir prensiptir. Diger bir neden
ise ylksek dereceden etkilesimleri yorumlamak ve degerlendirmek fiziksel olarak



oldukga zordur. Teknik bilgiler aksini belirtmedigi sirece bu prensip givenle
kullanilabilir.

b) Etkilerin seyrekligi Prensibi:

Bu prensip, bir faktériyel deneydeki goreceli olarak énemli etkilerin sayisi ile
ilgilidir. Verilerde ortaya ¢ikan degiskenligin dncelikle sadece birkag etki tarafindan
olusturuldugu deneysel olarak belirlenmistir.

“ Bir faktériyel deneyde Goreceli olarak dnemli etkilerin sayisi azdir.”

c¢) Etkilerin Kaliim Prensibi:

Bu prensip bir etkilesim etkisi ile onu olusturan ebeveyn faktérler arasindaki
iligkiyi ele alir.
“ Bir etkilesimin dnemli olabilmesi i¢in onun ebeveyn faktérlerinden en az biri 6nemli
olmahdir.”

1.2.3. Tekrarli Deneyler

Bir ortogonal tasarimda her bir faktérin etkisi diger faktérlerin etkisi ile
karismaksizin tahminlenebilir. Bununla birlikte Gzerinde c¢alisilan sirecte asin bir
degiskenlik s6z konusu ise elde edilen tahminler gercek ortalama degerden daha
fazla sapmali olabilecektir. Deney sonuglarindaki bu biyik degiskenligin etkisi ayni
deney tasarim noktasinda birden fazla deneyin uygulanmasi ile indirgenebilir. Bu
deneylere “tekrarli deneyler” adi verilir.

1.2.4. 2" Faktériyelin Bloklanmasi

Deneysel Uniteler arasindaki degiskenlik deneysel hatanin artmasina neden
olarak, deney hassasiyetinin azalmasina sebep olur. Bu problemi ortadan kaldirmak
icin deney tasarlarken, goéreceli olarak homojen deney Uniteleri ayni uygulama
grubunda toplanir bu gruplar deney tasariminda blok olarak adlandirilir. Bir
faktériyel deneyin bloklanmasinda genellikle etkilerin karismasi prensibi kullanilir.
Ayni bloktaki deneyler homojen, bloklar arasindaki Gniteler heterojendir.



Blok etkisi bloklar arasindaki farkin tahminidir. E§er bloklama etkin ise, blok
etkisi blyik olacaktir. 2° tasariminin iki blok olarak diizenlenmesi ele alinirsa blok
etkisinin tahmini

B =y(1)-y()

seklinde olup burada ¥(1) ve y(II) sirasiyla blok | ve blok Il 'de ki gdzlemlerin

ortalamalaridir. 2° tasarimi yedi serbestlik dereceli oldugundan blok etkisinin tim
yedi faktériyel etki ile birlikte tahminlenmesi imkansizdir. Bu nedenle faktériyel
etkilerden biri feda edilmelidir. Hiyerarsik sira Prensibi’ne gére feda edilecek etki li¢-
faktér etkilesimidir.

Tablo 1.3 de verilen tasarim baz alinirsa 123 situnu bloklama plani olarak
kullanilabilir; 123 situnun (-) isaretli olan deneyleri blok I, (+) isaretli olanlari blok Il
'yi olusturacak sekilde diizenlenmistir. 123 siitunu ile blok situnu karsilastirildiginda
ayni sayisal tahmine sahip olduklari gérulir. Bu iki etki ayni tahmine sahip
oldugundan, blok etkisi ti¢-faktdr etkilesim etkisi ile karismaktadir, (B=123).

Tablo 1.3 Bir 2° Tasarimin Iki bloga Bélinmesi

Deneme 1 2 3 12 13 23 123 Blok
1 - - - + + + - I
2 - - + + - - + Il
3 - + - - + - + Il
4 - + + - - + - |
5 + - - - - + + Il
6 + - + - + - - I
7 + + - + - - - I
8 + + + + + + + Il

Bloklama ile 6énemsiz bir faktériyel etkinin tahminlenmesinden vazgecilerek kalan
etkilerin daha ylUksek kesinlikte tahminleri elde edilir. Her bir ana etki ve iki-faktér
etkilesimi igin bloklardaki dért denemenin ikisi + seviyede ikisi - seviyededir. Bu
prensip kullanilarak her hangi bir 2" tasarim, blok etkisi k-faktér etkisi ile karisarak iki

blok halinde diizenlenebilir.

Bloklama olmadigi durumda A ana etkisi:



A=[a+ab+ac+abc-(1)-b-c-bc]

seklindedir. Etki tahmini bloklamadan etkilenmez; ¢linkd her bir blokta iki (+) iki de (-

) etki mevcuttur. Blok | =[a + abc-b-c]veBlokll=[ab+ac-(1)-bc]

1.2.4.1 iki Seviyeli Tasanimlarda Dért Blok

2" tasarimlarini 2“? hacimli dért blokta olusturmak mimkinddr. Bu tip
tasarimlar ézellikle k > 4 iken faydalidir. ilk olarak iki bloklama degiskeni tanimlanir:
Bu tanimlama ile sekiz deney kombinasyonu her biri iki deneyli dért blok olarak
ayristinhr. (B4, Ba)=(-,-),(-,+),(+,-),(+,+)

Bi

B; + Il v

Dért blok arasinda ¢ blok etkisi mevcuttur. Hangi faktériyel etkilerin blok etkileri ile
karistigi bilinmelidir. 12 iki-faktér etkilesiminin blok etkisi ile karistigi varsayilsin. Bu
etki, lIl, IV ve |, Il bloklari arasindaki farki tanimlar, By = 12. Digeri 13 ise I, IV ve |,
Il bloklar arasindaki farki tanimlar. Ugiincii blok etkisi ilk iki blok etkisinin etkilesimi

olarak ;

Bi.B2=12x13=1x1x2x3=1x2x3=23

elde edilir, bkz Tablo 1.4.



Tablo 1.4 Bir 2° Tasarimin Dért Bloga Boliinmesi

Deneme 1 2 3 B1(=12) | By(=13) 23 123 Blok
1 - - - + + + - v
2 - - + + - - + 1
3 - + - - + - + Il
4 - + + - - + - I
5 + - - - - + + I
6 + - + - + - - Il
7 + + - + - - - 1
8 + + + + + + + v

Burada 1 x 1 =1 olduguna dikkat edilmelidir.

1 - - - -+ o+ o+ o+

1 - - - -+ o+ o+ o+

I + + + + + + + +

I tim elemanlart + olan bir sGtundur. Garpmaya goére etkisiz (birim) elemani

tanimlar. Bu islem sadece ana etkiler icin degil etkilesim etkileri iginde gegerlidir.

12x12=1x1x2x2=1*x22=1Ix1=1

bulunur. Sonug olarak;

12 + + - - - - 4+ o+ I | IS | | B Y
13 + -+ - - 4+ -+ I | I | B AV
23 + - -+ o+ - -+ -1 -l +IV

elde edilir. Dort blok etkisi i¢in tahminlenebilecek dogrusal kombinasyonlar:

Vo [(12-13)= V-]
Yo [(12-23)= IV-I|
Vo [(13-23)= IV-Ill




Secilen bloklama degiskenlerinin elde edilebilecek tahminler Gzerindeki etkisi bir
érnekle agiklanacaktir. Bir 2° tasarminin dért blok seklinde uygulanacag:
varsayilsin. Blok jeneratérleri;

B, = 123456 B, = 23456

olsun. Bloklama plani:

B, = 23456

- +

- I ]

B,=123456 + Il v

ve blok etkilesimi

123456 + - - o+ -+ o+ - -+ o+ - - T
23456 - -+ o+ o+ o+ - -+ o+ - -+ 4+
Blok etkilegimi -+ -+ -+ -+ -+ -+ -+

Bu etkilesim incelendiginde ana etkinin 1' e esit oldugu goérilir, blok etkisi

ana etki ile karistiginda kétu bir plandir.
B;.B; = 123456 x 23456 = 12°3°4°5°6° =1xI°=1
Bloklarla karigacak tim etkilesimlerin olabildigince en yilksek dereceye sahip
olabilmesi igin jeneratérlerin se¢iminde dikkat edilmesi gerekenler:
1. Jeneratorler iki adet dort-faktér etkilesiminden segilir.
2. Segcilen jeneratérlerin iki adet semboll esit olmalidir.
Ornegin: B, =1234

B, = 3456
B:. B, = 1256



Tasarimlar sekiz blok olarak uygulanabilir; bu durumda segilmesi gereken blok
jeneratdéri sayisi Ggtlr, bu U¢ jeneratér arasindaki etkilesim sayisi toplami da

yedidir.

Ornek: B, = 1234
B, = 3456
B:B; = 1256

B; =136

B:B; = 136

B.B; = 145

BB, B; = 235

Blok x faktor etkilesimleri dnemsiz kabul edilmektedir. Diger bir deyisle, bloklar
sadece eklenebilir etkilere sahiptir. Hicbir ana etki ya da etkilesim etkisi herhangi bir
blok etkisi ile karismaz. Bu varsayim muamele etkilerinin bloktan bloga
degismedigini belirtir. Ornegin B, = 12 iliskisi ele alinsin. Bloklama planinin diger iki
iligkisi:

B11 =2VGB12=1

olup eger blok etkisi B, ile ana etki 1 arasinda anlamli bir etki mevcut ise, ana etki 2,
B;1 ile karisacagindan tahminlenemez. Benzer bir yorum B2 = 1 icin de yapilabilir.
Bu varsayimin gecerliligi pek cok deneysel calismada dogrulanmistir. Her bir
bloktaki tim muamelelerin artilari plot edilerek kontrol edilebilir. Eder artilarin
sekilsel yapisi bloktan bloga farkllik gdsteriyorsa varsayim ihmal edilmistir. Blok ve
muamele etkilesimi, blok ve muamele degiskenleri ile ilgili ilging bilgiler verebilir.

Bir 2% tasarimin, her biri 29 hacimli, 29 blok halinde uygulanmasi igin genel
yaklasim su sekildedir:

ik olarak 27 adet blogu tanimlamak igin g adet bagimsiz degisken jenerator
olarak, By, B,..., Bgtanimlanir. Bjile karisan faktoriyel etki v; olsun;

B1 =Vy, B2 =Vo, ..., Bq=Vq



Kalan blok etkileri B;'ler birbirleri ile ¢arpilarak elde edilebilir.
B1 B2 = V{Vy, B1 B3 =V4V3, ..., B1 B2. . .Bq =ViV2...Vq
B;'lerin 27 -1 mimkuin garpani vardir.

Ornegin 2° tasarim g=3 olacak sekilde B; = 135, B, = 235 ve B; = 1234 icin
sekiz blok uygulanabilir. Blok etkileri ile karisan faktoriyel etkiler:

B:B. = 23, B;B; = 1245, B,B; = 145, B:B.B; = 34

seklindedir. Elde edilen bloklama plani optimum mudur? Hiyerarsik sira prensibine
gbre, mimklin oldugunca az sayida disik dereceden etkilesim karigmalidir.
Karsilastirma yapmak amaciyla alternatif bir plan, B; = 12, B, = 13 ve B3 = 45 ele

alinsin.
BB, = 23, B;B; = 1245, B,B; = 1345, B;B.B; = 2345

iki plan karsilastirildiginda, ilk planda iki adet iki-faktér etkilesimi karisirken
ikinci planda dért adet iki-faktér etkilesimi karismaktadir. iki-faktdr etkilesimleri
muhtemelen G¢ ve doért faktér etkilesimlerinden daha énemli oldugundan ilk plan
daha iyidir.

1.3.  IKi SEVIYELI KESIRLI FAKTORIYEL TASARIMLAR

2 tam faktdriyel tasarimlarda 2* adet deneye ihtiyag vardir. Biiylik k degerleri
(k>7) icin tam faktoriyel deneyler nadiren uygulanir. Bir 2° tam faktdriyel tasarim

kullanildiginda, 32 deneyli tasarim 31 serbestlik derecesine sahiptir.

2° tasarimdaki etki sayilari
Ana
etki
5 10 10 5 1

2-Faktor 3-Faktor 4-Faktor 5-Faktor



Goruldigu Uzere, serbestlik derecelerinden 16' si (¢ ve daha ylksek
etkilesim etkilerine ayrilmistir. Hiyerarsik sira prensibine goére, (g¢-faktér ve daha
yiksek dereceden etkilesim etkileri genellikle anlamli degildir. Bu nedenle tam
faktoriyel tasarim kullanmak ekonomik degildir. Kesirli faktériyel tasarimlar, tam
faktoriyel tasarimin bir alt seti ya da kesirinden olusur. Kesirli faktériyel tasarimlar;
degiskenlerin bir kisminin énemli sayildigi eleme ¢alismalarinda, belirli etkilerin
ihmal edildigi arastirmalarda, deneylerin ardisik olarak uygulandidi deney
programlarinda kullanighdir. Optimum kesirler ¢6zinUrlik ya da minimum abarti
kriterine goére segcilir. Faktoriyel etkilerin es yapisi, kesirli faktdriyel tasarimlarin
kullaniimasinin bir sonucu olarak ortaya ¢cikmaktadir ve etkilerin es yapi olusturmasi
daha kuglk bir tasarim kullanmanin sonucunda kullanilan bedeldir

Bir 2" tam faktdriyelin (1/2)” kesiri 2k=P Kesirli faktoriyel olarak adlandirilir ve
kesirli faktériyeli olusturmak icin p adet jeneratére ihtiyag vardir. Secilen p adet
jeneratore bagl olarak bu jeneratorlerin 2°-p-1 adet genellestirilmis etkilesimi vardir.
Kullanilacak olan kesir ise p adet tanimlama kontrasti ile belirlenir. Tanimlama
kontrastinin olusturdugu grup, tanimlama kontrasti alt grubu olarak adlandirilir ve
2P-1 eleman ile | birim elemanindan olusur. Tasarimin es yapisi ise tanimlama
iligkilerinin her etkinin bu tanimlama iligkileri ile ¢arpilmasi sonucunda elde edilir.
Her bir etki 2°-1 adet es yapiya sahiptir. Es yapiy! basitlestirmek igin genellikle

yUksek derecen etkilesim etkilerinin énemsiz oldugu varsayilir.

Genel olarak bir 2“? tasarimin olusturulmasinda, ilk 1, ..., k-p situn bir k-p
tam faktériyelden, kalan p adet slOtun ise ilk k-p situnun etkilesimlerinden
olusmaktadir. Bu p adet situnun segimini, tanimlama kontrasti belirler.

Ornegin 2*" kesirli faktdriyelinini ele alalim; tasarimi olusturmak icin ilk énce
2° temel tasarim elde edilmistir, (Tablo 1.5). 2*" deneyi igin D faktdrinin situnu
ABC faktodrlerinin etkilesim sitununa esit olacak sekilde secilmis olsun. Diger bir
deyisle, A, B ve C situnlarindaki karsilkh elemanlarin ¢arpim sonucu D
sUtunundaki karsilik gelen eleman ile aynidir ve yarim kesri tanimlayan jenerator,
I=ABCD olarak belirlenir.



Tablo 1.5 : 2*" Kesirli Faktériyel icin Tasarim

Temel Tasarim
Deneme A B C D=ABC
1 - - - -
2 + - - +
3 - + - +
4 + + - -
5 - - + +
6 + - + -
7 - + + -
8 + + + +

(Kaynak: Montgomery,1997;378)

D etkisinin tahmini ile ABC etkilesim etkisinin tahmini ayni sekilde elde edilir;

yD,)—-y(D_)=y(ABC,)-y(ABC.)

Bu tip tasarimlardan elde edilen verilerin, ABC 'nin tahmininden D 'nin tahminini
ayristirma yeteneg@i yoktur. Ana etki D nin A x B x C etkilesimi ile es yapi

olusturdugu séylenir. notasyonel olarak es yapi iligkisi:

D =ABCyadal=ABCD

Burada | tim elemanlari + olan satun vektéradir. ABCD bu kesrin
jeneratdriadir ve dort karakterli bir kelime olarak da tanimlanabilir.
2*" faktdriyel etkilerin tahminlenmesi icin sadece 8 serbestlik derecesine sahip
oldugundan 16 faktériyel etkinin tUm0 tahminlenemez. Asagida gosterildigi gibi 16
etkiden, 7 tanesi 7 es yapi (1 = ABCD ) ile tahminlenebilir.

Deneylerin tekrarli olmasi durumunda ise, kalan serbestlik dereceleri hatanin

tahminlenmesinde kullanilir.



I = ABCD esitligi 2*' tasariminin tanimlama iliskisi olarak adlandirilir. | =
ABCD' nin her iki tarafi B ile garpildiginda B = ACD iliskisi elde edilir. B ana etkisi A
x C x D etkilesimi ile karismaktadir. Ayni yaklasimi kullanarak 7 es yapi iligkisi elde

edilir. Burada | deg@eri genel ortalamayi p temsil etmektedir.

A=BCD B=ACD C=ABD D=ABC
AB=CD AC=BD AD=BC (1.3)

Esitlik (1.3) 'in birinci satirinda verilen es yapi icin dogrusal kombinasyonlar

asagida tanimlanmistir.

Ih=A+BCD
k=B + ACD
lc= C + ABD
Ib=D + ABC

Eger ana etkiler iki-faktér etkilesimleri ile es yapi olusturmuyorsa temiz, eger
ana etkiler, iki faktor etkilesimleri ya da (¢ faktér etkilesimleri ile es yapi
olusturmuyor ise ¢ok temiz olarak adlandirilir.

Kesirlerin elde edilmesi icin karisan etkilesim(ler) birim etkilesim grubu ya da
tanimlama kontrasti olarak adlandirilir. Birim grup verildiginde, es yapi iligkileri
kolaylikla elde edilir. kesirli faktdriyel tasarimlarda etkilerin sapmasizlik tahminlerinin
elde edilmesi es yapidaki diger etkilerin sifir oldugu varsayimina dayanmaktadir.

1.3.1. Kesirli Faktoriyel Tasarimlarin Cozinurligu

Bir 2P tasarim igin, tanimlama kontrasti alt grubundaki i uzunluktaki kelime

sayisi A;ile belirtilsin.

W = (A, ..., A



vektdri kelime uzunlugu ériintlisti olarak adlandirilir. Bir 2P tasarimin ¢dzinGrliigi
A:.> 1 olmak (Uzere tanimlama kontrasti alt grubundaki en kisa kelime uzunlugu rile

tanimlanir.
Tasarimin ¢dzandrligld R ile tanimlansin. Bu tasarim genellikle 2’1‘{”

seklinde gosterilir. CozUnlrlik R, ifaktér etkisinin, R-i faktdr etkisinden daha kiigik
etkilerle es yap! olusturmadigini belirtir. Ornegin ¢cdzinirliiga 11l olan tasarimlarda
ana etkiler (i=1) 3-1=2 > 1 ana etkiler ile karigsmaz.

Co6zinirliigi IV ve V Olan Tasarimlar igin Kurallar

G6zinarlaga 1V olan bir tasarimda, ana etkiler temizdir.

2. GOzUnarligu V olan bir tasarimda, ana etkiler cok temizdir, iki-faktor
etkilesimleri temizdir.

3. Verilen k ve p'ye goére, ¢6zlUnlrligi IV olan tasarimlar arasinda en fazla

sayida iki-faktér etkilesimi temiz olan en iyidir.

MUmkiin en yiksek ¢dzlindrlikte calisiimak istenir ancak ¢ézlnrligi maksimum
seviyedeki tim 2’}"’tasanmlar esit oranda iyi degildir. Yani ¢odzinUrlige sahip

ancak farkli kelime uzunlugu ©6riintisine sahip tasarimlar mevcuttur. Kesirli
faktoriyel tasarimlan karakterize etmek veya ayristirabilmek igin Fries ve Hunter

(1980)" in 6nerdigi minimum abarti kriteri kullanilir.
1.3.2. Minimum Abarti Kriteri:

Herhangi iki kesirli faktériyel tasarim d; ve d> olsun. A, (dy) # A (db)
esitsizligini saglayan en kiguk sayi r olsun. Eger A, (d;) < A, () ise d, tasarimi d,
'den daha kiclk abartiya sahiptir. Eger d; den daha kicik abartiya sahip bir
tasarim mevcut degilse d; tasarimi minimum abartiya sahiptir. Diger bir ifade ile
tanimlama iligkisindeki ortak kelime sayisini minimum eden tasarim minimum

abartilidir.
Asagida tanimlanan (g farkli 2”2 tasarim ele alinsin:

d; : 1 =1236 = 2347 = 1467



dy : 1 =1236 = 1457 = 234567 (1.5)
ds : 1 =4567 = 12346 = 12357

Her G¢ tasariminda ¢6zinGrlGgld 1V 'ddr. Bununla birlikte farkli kelime

uzunlugu 6érantistne sahiptirler.

Wi (d1)=(0,3,0,0,0) W>(d)=(0,20,1,0) W>(d)=(0,1,2,0,0)

Her (¢ tasarim icinde tanimlama iliskisinde ortak bulunan 4 kelime

uzunlugudur: d; tasarimi igin tanimlama iligkisindeki G¢ kelimenin (1236, 2347,
1467), d,tasarimin da 2 kelimenin (1236, 1457) ve d; tasariminda 1 kelimenin

(4537) uzunlugu 4 tdr. Bu durumda tanimlama iligkisindeki ortak olana kelime

sayisini minimize ettigi igin d tasarimi minimum abartili tasarim olarak segilir.

Tasarimlar ¢6zunadrlik kriterine g6re karsilastirildiklarinda, tanimlama
iliskisindeki en kisa kelime dikkate alinir. Eger bu uzunluklar esit ise tasarimlarin egit
oldugu kabul edilebilir. Minimum abarti kriteri ise bir tasarimin digerine gére Ustin
oldugu adledilene kadar tanimlama iligkilerindeki kelime uzunlugu o&rintllerini
incelemeye devam eder.



Bélim 2

KARISIM DENEYLERI

2.1. KAVRAMLAR VE KISITLAR

Birgok Urtin, bazi maddelerin karisimindan meydana gelir ve bu tdr Grlinlere
ait kalite karakteristiklerinin istenilen sonuclarini elde edebilmek icin, Grin0
olusturan bilesenlerin oranlarinin ne olacagini tespit etmek énemli bir problemdir.
EndUstriyel arastirmalar kapsaminda, istenilen sonug "en iyi kaliteye" ulasmaktir. En
iyi kalitenin belirlenmesi géreceli bir konudur. Ornegin;

1. Petrol firmalari i¢cin benzin karisiminin en yiksek oktan orani (Scheffe,
1968)
2. llag kullanimina ait olarak, ilaca gilizel bir tat vermesi amaciyla katilan
maddelerin etkisi i¢in en uzun sure (Kristl, 1993)
3. Kauguk endustrilerinde birkag¢ bilesene sahip plastigin en buyik gerilme
ve bikilme gtct (Cornell, 1993)
vb. gibi.

Karisim deneylerinde, nihai Grindn dlgtlen karakteristigi ile Grind olusturan
bilesen oranlari arasindaki iliski incelenir. Karisim deneyleri ile ilgili arastirmalar
1950Ii yillarda baglamis olup Scheffe 'nin 1958 makalesi tim calismalara éncllik
etmistir.

Karisim deneylerinde, nihai Grinidn Olgllen karakteristigi Gzerindeki etkisi
acisindan hangi bilesenlerin 6nemli olduguna karar verilir. Bu ise veriden gecerli
bilginin ¢ikariimasi icin deneyin planlamasi gerektigi konusunda yol gdstericidir.
Veriler toplandiktan sonra, analiz edilir, yorumlanir ve sonug gikarihr.



Karisim deneylerinin amaci, kalite karakteristigini (yanit) karisim oranlarinin
terimleri cinsinden temsil edebilecek bir model (genellikle polinomiyel bir model)
bulmaktir.

Genel karisim probleminde, 6lgillen yanit sadece karisimdaki bilesenlerin
oranlarina baglidir, karisimin miktarina bagli degildir.

Karisimda yer alan maddelerin oranlari “bilesen orani” olarak adlandirilir.
Karisim deneylerinin ayirt edici 6zelligi, bagdimsiz veya kontrol edilebilir
degiskenlerin, ses, agirlik... gibi oranlarin sinirsiz miktarlarindan ziyade karisim
miktarinin oranlarini temsil etmesidir. Bilesen oranlari pozitiftir ve toplamlar bir
birimdir. Bu kosullar karisimdaki bilesenlerin sayisi q ile gdsterilir ve i ’inci bilesenin

orani x;ile tanimlanirsa,

X; =20, i=12,..,q9 (2.1)

Xi =X+ Xy +..+Xq =1 (2.2)

i=1

seklinde ifade edilebilir.

Bir bilesenden olusan karisimlar “saf karisim” veya "tek bilesenli karisim"
olarak adlandinlir. Saf karnisimlar cok bilesenli karisimlarin karsilastiriimasinda
standart veya kistas olusturmak igin kullanilirlar.

Bilesen oranlari, denetim altinda tutulan degiskenlerdir, yani deneydeki bir
bilesenin orani azaltilirsa (ya da arttirilirsa) diger bilesenlerden en az biri de uygun
oranda arttinlir (ya da azaltihr). Bu nedenle, karisim deneylerinde ilgilenilen
deneysel bélge ya da faktér uzayi, faktériyel deneylerdeki faktér uzayindan farklidir.
Ornegin, 2° faktdriyel denemesinde x; =1 degerleriyle kodlanmis degiskenler olmak
Uzere, faktdér uzayi g boyutlu bir kubiktir. Karisim deneylerinde ise faktor uzayi, (g-1)
boyutlu bir simplekstir. Ug bilesen icin (g=3) faktér uzayi, bir eskenar licgen ve dort
bilesen igin (g=4) faktdr uzayi, bir dort yizIludar. Sekil 2.1 ve Sekil 2.2 de (¢ bilesen

ve dort bilesen icin faktér uzaylarini géstermektedir.



xy =1

1
Componeni 1 iz S
(1,0 00

Component 3 (0, 1, 0) 0, 0, 1}

(0,0, 1) x; =1 \ 1
P

Companent 2

0, 1,00

(Kaynak: Cornell, 1990, 6)
Sekil 2.1. Ug bilesen icin simpleks faktér uzaylari

(Kaynak: Cornell, 1990, 7)
Sekil 2.2. Dért bilesen igin simpleks faktér uzayi



Karisim problemi icin koordinat sistemi “simpleks koordinat sistemi” olarak
adlandirilir. Ornegin (¢ bilesen icin koordinatlar, licgensel grafik kagidi lizerinde
cizilir. Bu grafik kagidi, G¢ kenarina paralel gizgilere sahip olan bir eskenar tGg¢gendir
ve Sekil 2.3 'de gdsterilmistir. Uggenin kdseleri saf ya da tek bileseni tanimlar ve

Xi=1, X; =X, =0 (i,jk =1,2,3ve i#j#k) seklinde ifade edilir. Uggenin icindeki
noktalarin hi¢ biri kayip degildir yani, x, >0,x, >0ve x, >0°drr. Uggenin merkezi (i¢

bilesenden de esit oranlarin alindigi (}g,% %) karigimi ifade eder.
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(Kaynak: Cornell, 1990; 8)
Sekil 2.3. Uc bilesenli sistem icin licgensel koordinat kagidi



2.2. FAKTORIYEL DENEY VE KARISIM DENEYi

Karisim deneyinde yanitin karisimda var olan bilesenlerin relatif oranina
bagli oldugu ve karisim miktarina bagli olmadigi varsayilir. Karisim deneylerinde
eger toplam miktar sabit tutulur ve karisimi meydana getiren bilesenlerin relatif
oranlari degistirilerek yanitin degeri degistirilirse yanitin davranigi, karisimi
olusturan bilesenlerin ortak karigim 6ézelliginin dlgimu olur.

Faktériyel deney; iki ya da daha c¢ok faktériin degistiriimesinin bazi
gdzlenebilir nitelikleri Gzerindeki etkileri inceler. Her bir faktdriin seviye veya deger
serisi segilir ve faktdér seviyelerinin belirli kombinasyonlari test edilir. Faktériyel
deneyin amaci diger faktoérler sabitken herhangi bir faktériin  seviyesi
degistirildiginde yanittaki degismeyi dlgmektir.

2.3. SIMPLEKS KAFES TASARIMLAR VE POLINOMIYEL MODELLER
2.3.1 {q,m} Simpleks Kafes Tasarimlari

{g,m} simpleks kafes tasarimlari simpleks bdlgesindeki yanit ylzeylerini
temsil eden en iyi secilmis polinomiyel bir denklem ve deneysel alandaki noktalarin
tek dlizen olarak yayildigi tasarimlardir.

Scheffe (1958) tarafindan verilen {q,m} simpleks kafes tasarimlari

+m—1 +m—1)!
(q jzw adet nokta icerir ve bilesen oranlar x; = 0,i,£,...,1; i
m

m!(g—1)! m’m
=1,2,...,q olup O ile 1 araliginda degismektedir. Burada m, kullanilan polinomiyel
modelin derecesidir.

g=3 bilesenli bir sistem igin bltin mimkin karigimlarin faktér uzayi bir

g+m-—1 _(q+m—1)!_6
m m!(g—1)! -

noktadan olusur. Her bir x;, (m+1)=3 mimkin deger alr, x; :O,y,l. Olasi tasarim

eskenar (cgendir.{3,2} simpleks kafes tasarimi [

noktalari ise;(x;,x5,x3) = (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1/2, 1/2, 0), (1/2, 0, 1/2), (0, 1/2,
1/2) olacaktir. (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 0) noktalar1 saf karisimlari tanimlar ve bu Uc¢
nokta Ucgenin U¢ kosesidir. (14,15,0),(14,0,%5), (0,1, 4) noktalar ise ikili



karisimlari ya da iki bilesenli karnigimlari tanimlar ve bu noktalar, Uggenin

kenarlarinin orta noktalaridir.

{q,m} simpleks kafes tasarimlarinin avantajlarini asagidaki gibi siralanabilir
(Cornell, 1990; 16).

1) Kafes, simpleks Uzerindeki noktalarin simetrik ve uniform bir diizeninden
meydana gelir ve bu nedenle de sistemdeki her bir bilesene esit agirlik
verilir.

2) Bu tasarimla bilegsen kombinasyonlarini hesaplamak oldukga kolaydir.

3) Regresyon modeli katsayilarinin en kiglk kareler tahminleri, kafes

noktalarindaki g6zlemlerin ortalamalarindan kolaylikla hesaplanabilir.

Bu avantajlarin yani sira {q,m} simpleks kafes diizenlemelerinin istenmeyen
iki 6zelligi vardir (Cornell, 1990; 16). Bunlar;

1) {qg,m} simpleks kafesinin g bilesenlerin en fazla m tanesinden meydana
gelmesi nedeniyle tamamen sinirli bir tasarimdir.
2) g ‘nun blylk degerleri ve m > 2 igin kafes noktalarinin sayisi asir

derecede fazladir.

Karisim deneylerinde uyumu yapilan polinomiyel model, aligiimis regresyon
modellerinden farklidir. Scheffé (1958), {q,m} simpleks kafes tasarimlarinda
kullanmak amaciyla kanonik polinomlarin kullaniimasini énermistir.

2.3.2. Karisim Polinomlarinin Kanonik Formu

Karisim deneylerinde Uriintn istenen karakteristigi Gzerindeki 6lgtilen yanit y

ile ifade edilmektedir ve bilesen oranlari x;, x,,..., Xq lar deneyde yer alan q faktorin

seviyesidir. Gergek yanit ise;
OSXiS1 i:1,...,q

q (2.3)
Xi =1
=1

dogal kisitlarini saglayan n = ¢(xy, X,..., Xq) dir.



Karisim deneylerindeki bu dogal kisitlamalar yanit ylizeyleri metodolojisi
uygulamalari Gzerinde dogrudan etkiye sahiptir. En blyUk etkisi ise modelin
formunun olusturulmasinda gértilmektedir. Yanit ylizeyleri metodolojisinde standart
polinomiyel modellerin kullaniimasi yerine Scheffe (1958, 1963) tarafindan énerilen
kanonik polinomiyel model kullaniimaktadir. Kanonik form, standart polinomlardaki
terimlere Xq+Xp +...+ Xq =1 kisiti uygulanarak elde edilir.

Asagida, dort bilesen (q = 4) icin birinci ve ikinci dereceden polinomiyel
modellerin kanonik formlari elde edilmistir.

X1, X2,X3, X4, Oranlari ve x; + x, + X5 + x4, =1 kisiti altinda dort bilesen igin
birinci dereceden ve ikinci dereceden model,

N=Wy+ WX +W,Xy +Ws3Xs +WyXy (2.4)
ve
N=Wg+ WX +WyXy +W;3X5 +WyXy
F WX 4+ WonX2 + WaaX2 + 2
11X] 22X3 33X3 T Wy Xy (2.5)
T WX Xy + WygX X3 + Wig XXy
T WogXyX3 + WogXoXy + WagX3Xy

seklindedir ve (2.4) ve (2.5) modellerinde wyerine w (X;+X, + X3 + X,) ve ikinci

dereceden model igin x{ yerine x;(1—Xx; — X, —X,) yazarsak, (i#j#k=#p ) ve
(i,j,k,p=1,...,4), (2.4) model;;

N =PBiX; +PoXs +P3X5 +Pyxy (2.6)
olur ve bu esitlikte B; = wg +w; (i=1,..,4 icin) dir.

Benzer sekilde (2.5) modeli Bi =Wy +W; +Wj ve B” = Wijj — Wi — Wi
(i,j=1,2,3,4 , i#j icin) olarak ifade edildiginde;

N=PB1Xq1 +BoXo +P12X1X2 + +P13X1X3 +P14X1X4

+PBo3XoX3 +PoaXoXy +PB3aX3Xy

haline gelir. (2.6) ve (2.7) deki esitlikler sirasiyla, birinci dereceden ve ikinci
dereceden kanonik model olarak ifade edilir.



Karesel terimler ve B sabit terimi modelde yer almadigindan kanonik

karisim modelleri ayni dereceli standart polinomlardan daha az terim sayisina
sahiptir.

{g,m} polinomiyelindeki veya kanonik polinomiyeldeki terim sayisi (*™'Cp)
dir ve bu sayi {q,m} simpleks kafes tasariminda olusturulan nokta sayisina esittir.
Ornegin m = 1 icin dogrusal kanonik model;

g
n=> Bixy (2.8)
=

(2.8) deki terim sayisi q olup {q,1} simpleks kafes tasarimindaki nokta sayisidir.

m = 2 igin Ikinci dereceden kanonik model:

g g
n= ) Bixui+ D > BiXuiXy (2:9)
i=1 i<j

seklinde olacaktir. (2.9) deki terim sayisi, q+q(g-1)/2 = q(q+1)/2 dir.

Kibik kanonik polinomiyel ve ya {q,3} polinomiyel;

g g g
M=) Bixi+ D D Bixixj + Y Y Fixixj(xi - x;)
i=t

i<j i<j

(2.10)
q
+ ZZ ZBiijinXk
i<j<k

seklinde olup terim sayisi g(g+1)(g+2)/6 dir.

d;Xixj(Xj — X;) teriminin dikkate alinmadigi kiibik modelin 6zel bir formu olan
6zel kibik polinomiyel;

g g g
M= BiXi+ 2 ) BixiXj+ D > > BigXiX Xk (2.11)
=

i<j i<j<k



olup terim sayisi g(¢?+5)/6 dir.

Kanonik formlarda B; parametresi x; =1,x; =0, i# jiken saf bilesendeki
beklenen yaniti, Bij parametresi ise x 'ler arasindaki etkilesimi temsil etmektedir. i ve
j bilesenleri esitlik (2.9) ile temsil edildiginde artis s6z konusu olacaktir. Burada ifade
edilen artis, esitlik (2.9) ile (2.8) arasindaki fark olan Bjxixy;j terimi ile temsil
edilmektedir. Eger yanitin pozitif degere sahip olmasi isteniyorsa ve ;>0 ise artis

sinerjiktir. Diger bir ifade ile i ve j bilesenlerinin karisimi sinerjik etkiye sahiptir. Diger
taraftan ;<0 ise karigim antagonistiktir.

Kanonik polinomlardaki katsay! tahminleri yanitlarin gézlenen degerlerinin
basit fonksiyonlaridir. Bunu gérmek amaciyla, tek bilesenli karigimlarda (x=1, x;=0,
i#) yanitin tahminlenen degeri y; ile ve ikili karigimlarda (x="2, x="2, =0, i<j<k) ise
y; ile gosterilsin. EGer r; ve r; tekrarli g6zlemleri, x=1, x;=0'da (i#) ve x=x="2,
x=0'da (i<j<k) elde edilirse ve eger gozlemlerin ortalamalari sirasiyla, y, vey; ile

gosterilirse ikinci dereceden polinomiyel modeldeki b; ve b;; katsayilarini
tahminlemek amaciyla (2.9) modelinden faydalanarak,

yi =bj(xj =1)
_ (2.12)
Yij =bi (xj =1/2)+bj (x; =1/2) +bjj (x;xj =1/4)
elde edilir ve bu formullerden yola gikarak parametre tahminleri,
bi=y; .,i=12,...9
(2.13)

bjj =4y —2(y; +yj) 1Li=12..,9 i<]j

olarak hesaplanir (Cornell, 1990; 36).

Bir kafesin n adet noktasinda alinan verilere uyumu yapilan bir polinomiyel
modeldeki parametre tahminlerini hesaplamak igin prosedirler, n adet denklemin
birlikte ¢dzimUnU icerirler. Bu parametreler igin ortalama ve varyans formulleri
asagida verilmigtir (Cornell, 1990; 36).

E(b,)=E(y,)=p,
E(by) = Ely;; — 2(i + ;)= B;



2
Var(o) = Var(y;) ==

2 2 2
var(oy) = 160 + 40 + 4c (2.14)
rij f rj

COV(bi,bj)=0

2

A _ _ - _ _ _ -2
Cov(bj,bjj) = E[Yi(4Yij -2y, —ZYj)]—E[Yi] E[4Yij - 2y; —2)’1]= f

462 . o
Cov(bij,bijk)=T,]¢k L k=12,...,9 i<k
|

Eger hatalarin normal dagildigi varsayilirsa ve tasarim noktalarindaki tekrar
sayisi r=r=rise b,~N(B;, Var(B;)) ve bj;~N(B;;, Var(B;;)) olacaktir.

b; ve by, rasgele degiskenlerin (y; ve y;) dogrusal fonksiyonlaridir ve bu
nedenle, b; ve b; parametreleri rasgele degiskenlerdir. x’deki yanitin tahmini olan
y(x) de rasgele bir degiskendir. Bununla birlikte, y(x)’in beklenen degeri

E[y(x)]=n dar.

y(x)’in varyansi kafes noktalarindaki y, ve yjj ortalamalarinin varyansi
yardimiyla bulunabilir. Bunun nedeni,

9 9
Jx)=Daiyi+ D, Y ViV (2.15)
i=1

i<j

olmasidir. Bu formiilde, a; = x; (2x; —1) ve ajj = 4x;x; i,j=12,...,qi<j'dir. EGer y,

ve y;, sirasiyla, r; ve r; gozlemlerinin ortalamalari ise

2
aij
3 (2.16)
rij

X q g2 q
Var[y(x)]= 62 Zr—' +2
i=1 !

i<]

ve ri=ri=r kosgulu altinda,



Var[y(x) Za, + ZZa” (2.17)

i<j

olacaktir. (2.17) denkleminde &’/r degeri, & nedeniyle deneysel gézlemlerin
hassasligina baghdir. Oysa ki,

S# iy

i<j

terimi, a/ler ve dolayisiyla x;/ler nedeniyle, sadece g6z dniinde bulundurulan
karisimin yapisina baglhdir. ¢ bilinmediginde, tekrarli gézlemler ile s° tahminlenir.

2.4. SIMPLEKS MERKEZ TASARIM VE POLINOMIYEL MODELLER

q bilesenli tasarimlar ile yapilan deneyler icin simpleks kafes tasarima
alternatif bir tasarim, Scheffe (1963) tarafindan dnerilen, ¢ adet bilesenin bitin
mUmkin alt setlerini iceren karisimlari tanitan ve 2°-1 adet noktaya sahip olan
simpleks merkez tasarimdir.

Simpleks merkez tasarimindaki noktalar, ¢ adet saf karisim, esit oranlarla
(g] adet ikili karigim, esit oranlarla (2) adet G¢li karisim, ..., esit oranlarla (Z]
adet ¢’'lu karisim seklindedir. Diger bir deyigle, tasarim noktalarinin ¢ adedi (1, 0, 0,

., 0)'In perm{tasyonlarindan, [gJ adedi (y, 12,0,...,0) ‘In permitasyonlarindan,

( ] adedi (14, 4, 14,0,...,0)"in permiitasyonlarindan, ..., ve merkez noktasi

A/A )’dan olugsmaktadir.

Scheffe simpleks merkez tasarimlarinda kullanmak amaciyla simpleks kafes
tasarimlarinda oldugu gibi, kanonik polinomlarini tanitmistir. g’'uncu dereceden bir
polinom 2%1 adet parametre (tasarim noktasi) icerecektir ve asagidaki gibi ifade
edilecektir.

n= ZB|X| +ZZB'JX'XJ +ZZ ZB'JKX'XJXK +o+Br2.gXiX2-Xg (2.18)

i<] i<j<k



(2.18) regresyon denklemindeki 29-1 adet katsayi, simpleks merkez
tasariminin 291 noktalarindaki yanitlar yardimiyla hesaplanabilir. Saf bilesen i'deki
yanit;

n=n; Xj=1x;=0(=]) (2.19)
i ve j bilesenlerinin esit oranlari ile ikili karigimdaki yanit,

N="nij Xi =Xj =Y. xc =0(k #ij) (2.20)
i, j ve k bilesenlerinin esit oranlar igin G¢li karisimlardaki yanit,

N=Mjk, Xi=Xj =Xk = 4, Xm =0(M=i,}k) (2.21)
ve genel olarak, iy, i, ..., i, bilesenlerinin esit oranlari ile 7li karisimlardaki yanit,

N=Nij, > Xip =Xi, ==X = ¥, X =0(#ip,ip,...ir) (2.22)
olacaktir. Eger (2.19) denklemi (2.18)’de yerine yazilirsa,

Bi = (2.23)
olur ve eger, (2.20) denklemi (2.18)’'de yerine koyulursa,

ni =27 (B +B;)+272By (2.24)
denklemi elde edilir ve (2.20) denklemi bu denklemde yerine koyulursa,

Bij = lelnij ~1'n, +1M;j )J (2.29)
sonucuna ulasilabilir. Eger (2.21) denklemi (2.18)’de yerine koyulursa,

Nik = 37 (B + Bj + Pk )+372 (Bij +PBik +Bjk )+ 37Bik (2.26)



denklemi elde edilir ve (2.20) ve (2.21) denklemleri yardimiyla,
Bik = 3[?’2nijk —22(11”‘ +Mik +ﬂjk)+12(ﬂi +1m;j +le)] (2.27)

olacaktir.

Genel olarak {1,2,...,g} nin r adet elemanlarinin (i4,i»,...,i;) alt setleri S, ile
belirtilirse model parametreleri i¢in genel formilasyon;

Brs =r{r™ L (Sp) = (r =)L, _4(Sp) +... + (=) T1"7'Ly(S, )}

r (2.28)
=1 (=0"L(Sy)

t=1
L(S) tim "C;yanitlarinin toplamidir.

Esitlik (2.18) deki parametre tahminleri igin formilasyonlar, Esitlik (2.28) de
sirasiyla m;, mjj, Mijk iGN Yj, Yjj, Vi Yerine yaziimasi ile elde edilen formGlasyonlardir.

Bunu ifadeyi aciklamak icin 3 bilesenli Simpleks merkez tasarimin noktalarindaki
beklenen yanitlari gbsteren Sekil 2.4 (a) ele alinsin:

Eger m;yerine y;, n;yerine Vijve Nijk Yerine de yjy yazilirsa, B4 nin tahmini
olan byo, S, =12 ve r = 2 olusumu ile su sekilde ifade edilir;

b1z = 2[(-1)2177L4(12) + (-1)2722% "L, (12)]

=2[-(y1 +Y2)+2y12]
ve ya

bip = 4yq2 —2(y1 +Y2) (2.29)

Bu esitliklerde L1(12) =y +y» ve L5 (12) = y4» dir. (2.29) formilasyonu; Simpleks
kafes tasarimda by, nin hesaplanmasinda kullanilan (2.14) ve (2.15) esitlikleri ile
benzerdir.

Esitlik (2.28) de mjj, njj yerine sirasiyla yij,yijk yazilmasi ile parametre
tahminlerinin varyansi ve kovaryanslari su sekilde elde edilir:



(1,2, ...,9) nunrve r’ adet elemaninin, S, ve S, seklinde iki alt seti ele
alinsinve hda S, ve S, deki ortak eleman sayisi olsun (Ornegin, S,=12ve

S,-=123 ise h = 2 dir). Esitlik (2.28) de BS, ve BS,» tahminlenirken, h =0 ise yani
bs, ve bg, in her ikisi icinde g6zlenen yanitlarin hi¢ biri kullaniimamigsa katsay!

tahminleri korelasyonsuzdur. Eger h > 0 ve r <r” olusturulmussa; S, = {1

s} VE
Sy ={1...,hr+1..,r+r’ =h}dr.

bs, ve bg. de meydana gelen yanitlar y;,yj;,... ile gosterilsin. bg ve bg,,

h h
tahminlerinin her ikisi icinde, h tane y; (1 <i<h), (2) tane y(1<isj<h)..; (t)
tane yii. i, (1 <j; = ... £j;<h) yanit vardir ve Esitlik (2.28) den Yii...i lerin

katsayilari bg_de r(=1)""'t""" ve bg, de r(=1)"~t"=" dir. Bu nedenle;

( } I’ 1 I( 1) '—ttr'—162
t=

M:

Cov(bg, ,bs,,

dir.

g = 3 icin hesaplanan katsayilarin varyans ve kovaryans formulleri ise;

bi; =123 cov(b;,bj)= i=j, h=1, r=r"=h
=0 i#j, h=0, r=t1, r'=1
by;  i<j:cov(bby))=-26 i=¥, h=1, r=1 r'=2
=0 i#i’, h=0, r=1, r'=2
cov (bjj,byk) = 462 i=i, j<k, h=1, r=2 r'=2
=246®> i=i, j=k, h=2, r=r'=h
=0 i#zi’, j#k, h=0, r=2, r'=2
biog;  cov (bj,bisg) = 362 h=1, r=1, r'=3
cov (bjj,b123) = ~6002 h=2, r=2 '=3

cov (D1o3,b103) =118862 h=3, r=r'=h



olacaktir (Cornell, 1990; 64).

(1. 0. 0, 0)

(Yo, Y2, 0, 0) (A,0,0, 1)

(Va, Vi, Vo, 1A)
(Vi 0. Va. 14)

X, = |

(0. Y2 1A, 0) (0, 0. 'a, 12)
Xy = 1

@) (0, 0. 1. 0) (b)

(Kaynak: Cornell, 1990; 62)
Sekil 2.4. 4=3 ve g=4 i¢in simpleks merkez tasarimlar

Ug ve dbrt bilesen iceren (sirasiyla, g=3 ve ¢g=4) simpleks merkez tasarimlar igin
kullanilan noktalar Sekil 2.4°’de gdsterilmisgtir.

2.5. EKSENSEL (AXIAL) TASARIMLAR

{g.m} Simpleks kafes ve g-bilesenli simpleks merkez tasarimlar sinirli
tasarimlar olup genel merkez noktasi hari¢ tasarim noktalar simpleks faktér
uzayinin sinirlari (kdse, kenar, yiz vb.) (zerine yerlestirilmistir. Diger taraftan
Eksensel Tasarimlar tim karigimi icerecek veya g-bilesenli karisimin birgok noktasi
simpleksin iginde yer alacak sekilde tasarlanmistir, (Cornell,1990).

Tasarim noktalari, bilesen eksenleri lzerinde olup, sanal dogru baz
noktalari, x=0, x;=1/(g-1) ¥ i# den xi=1, x;=0 v i# kOgelerine kadar uzatilan tasarim
eksensel tasarim olarak ifade edilir.

Baz noktalar (g-2) boyutlu sinirin (g-2 diizlemi olarak da adlandirilir) merkezi
olup xi=1, x;=0 ¥ i#] kbgelerinin tersidir. Eksen uzunlugu, zit (g-2) boyutlu sinir ile
kdse arasindaki en kisa uzakliktir. Bu uzaklik Simpleks koordinat sisteminde 1 br
olarak tanimlanir. Sekil 2.5 de 3 bilesenli tiggende bilesen 1, 2, 3 icin eksenler
gOsterilmistir.



(Kaynak: Cornell 1990, 70)
Sekil 2.5 3 bilesenli licgende x; eksenleri i=1, 2, 3

Eksensel tasarim noktalari sadece bilesen eksenlerine yerlestirilir. Eksensel
tasarimin en basit formu, tasarim noktalar (1/q, 1/q,..., 1/q) merkezinden kdselerin
her birine esit uzaklikta yerlestiriimesidir. Bu merkezden uzaklik x; birimleri ile

Olctlmektedir ve A ile gsterilir. A nin maksimum degeri ise (q_—lJ dur. Ug bilesenli
q

eksensel Sekil 2.6 de gosterilmigstir.



(Kaynak: Cornell 1990, 70)
Sekil 2.6: Simpleksin merkezinden noktalara olan uzaklik A iken 3 bilesenli
eksensel tasarim

q
Birinci dereceden n = Zﬁixi modeli, x=(x1,x2,...,xq)’ iken matris formatinda
i=1
n=xB olarak yazilsin. Sekil 2.5 de gdsterilen eksensel tasarima gére, eger
noktalarin her birinden r adet gézlem elde edilirse, modeldeki parametre tahmin
vektoérl b=(b1,b2,...,bq)’ nin varyans kovaryans matrisi ;

V(b) = [dI + ed] 6 (2.30)

seklindedir. (2.30) esitliginde I g-uncu dereceden birim matris J de (gxq) boyutlu 1
lerden olusan matristir. Ayrica d = (q-1)%/(rA%g?) ve e = A%g® — (g-1)%/( ra?g®) dir. V(b)
nin matris formu (2.30) de verilmistir, her bir parametre tahmini , b;nin varyansi ise;

3 2.2
V(b;) = (d + e)o? ={(‘"1)AT:3“}62 (2.31)



ayrica b; ve b; tahmin ciftleri arasindaki kovaryans ise cov(b;,b;) = ec? dir.A nin
degeri artikga V(b;) nin ve cov(b;,b;) nin degeri kiigtllr. Eger noktalar kdselere

yerlestiriimigse A= (qT_lJ ve cov(b;,b;) =0 olacaktir. Bu durumda;

Voo ={(q—1)3 +(§‘“2}62 o
rq-1)-q r

Eger kdseler simpleksin merkezi ile her bir kdsenin ortasina yerlestiriimisse
~302
rq

A= (qz—;lj ve cov(bi,bj) = olacaktir. Bu durumda ise;

V(b|) — {(4q_3)}62

olacaktir.
2.6. KARISIM DENEYLERININ GEOMETRISi VE YAPAY BILESENLER

0<x; <1 seklindeki kisit icin deney bdlgesi, tim koseleri birbirinden esit

uzakhkta olan diizenli simplekstir. Fakat bazi durumlarda bilesenlere alt ve/veya st

sinirlar konulabilir:

kisiti kullanildiginda, sinirlardan olusan kisitlamalardan dolayi orijinal bilesenler (x;)

yapay bilesenler olarak adlandirlan yeni bir degisken setine dénGstiralir.
Geleneksel yapay bilesen transformasyonu;

Z, - (xi —Li) (2.33)

3

seklinde olup, standart tasarimlari (2.32) kisiti ile tanimlanan simplekse uyarlamak
icin kullantlir.



Yapay bilesen transformasyonu ayni zamanda deneysel bélgenin bir
simpleks olmadigi durumlarda Scheffe 'nin polinom model uyumunda ortaya ¢ikan
“k6tl sartlanmayl” da azaltmaktadir. K6t sartlanma ile ifade edilmek istenen
Scheffé tipi karisim modellerinin sabit terim icermemesinden dolayl parametre

tahminlerinin (ve onlarin varyanslarinin) kesinliginin artirlamamasidir.

Sabit terim eklenmesi; modeldeki bazi ve ya tim terimlerin ortalanmasina
izin vermektedir. Terimin ortalanmasi ile anlatiimak istenen, bu terimin alinan tiom
g6zlemlerin  degerinden ortalamasinin  c¢ikariimasidir. Model de terimlerin
ortalanmasi genellikle, modelde terimler arasindaki korelasyonu azaltarak
parametre tahmin kesinligini artirir. Ne yazik ki Scheffé tipi karisim modellerinde,
sabit terim ekleyerek bir tane dogrusal karigim terimini silmeden bilesen oran

terimlerinin degerlerini merkezlemek mimkin degildir.

(2.33) transformasyonu bazi durumlarda kéti sartlarin azaltiimasinda etkin
olmamaktadir. Genel olarak deneysel bélgenin ve bilesen araliklarinin Gst sinirini
dikkate almamaktadir. Piepel (1983) alt ve Ust sinirlar tutarsiz iken st sinirlar bazi
alt sinirlani tutarsiz yapacagindan (2.33) transformasyonunun kullaniimamasini
Onermigtir. Scheffé tipi karisim modellerinde katsayr tahmin kesinligini artirmak
amaciyla Snee ve Rayner (1982) tarafindan &nerilen model formlarindan biri de L-
yapay bilesenli modeldir.

2.6.1 Bilesen Oranlar Uzerinde Alt Sinir Olmasi Durumu

Kosul (2.32) sadece alt sinira sahip iken, tim i ler icin U; =1 ise tim
durumlarda deneysel alan simplekstir. Deney araligi, bilesenlerin herhangi birinin
degisim araligi (herhangi bir bilesenin maksimum ve minimum degeri arasindaki
fark) olarak tanimlanir. Deney araligi sadece alt sinir mevcut iken su sekilde

gOsterilir;

RL=1-> L (2.34)



ZLi >1 olmasi fiziksel olarak mumkin degilken ZLi = 1 olmasi deney

bblgesinin tek bir noktadan olustugunu ifade eder. Geleneksel yapay bilesen

transformasyonu sadece alt sinir mevcut iken uygundur.

Alt sinirlar tarafindan olusturulan sinirli diizlem (teknik olarak q -1 boyutlu

hiper dizlem) 0<x; <1 seklinde tanimlanan orijinal simpleksin i¢inde yer alr. Alt
sinirlar tarafindan olusturulan simpleks L- simplekstir. R, ise orijinal simplekse gore

L simpleks biydkliginin dogrusal dlctsudr.

Alt sinirlarin kullanilmasi yapay st simini (U') yaratir. Yapay (st sinir;

U =L +R_ (2.35)
ile gosterilir.

Yapay ust sinirin kisith alani Sekil 2.7 de goérildigu Uzere ters simpleks

olarak sekillenir.

X4

(Kaynak: Crosier 1984, 210)



SEKIL 2.7 : L simpleksi (ABC) ve U simpleksi (DEF) nin gésterimi icin érnek.
Alt  simir  kisitlari:  0.4< X, 0.1<X,,02<X5.  Yapay Uudst sinirlar:
X;£0.7, X, £04, X505

L simpleksinin ve U™ simpleksinin bilesen eksenleri ayni dogru lizerindedir
ancak koéseleri zit eksen uglarindadir: L- simpleksi ve U™ simpleksi zit yerlesime

sahiptir. U" simpleksinin sinirlari orijinal simpleksin sinirlarinin disina genisleyebilir.
2.6.2 Bilesen Oranlan Uzerinde Ust Sinir Olmasi Durumu

Ust sinirlar tarafindan sekillenen simpleks U — simpleksidir. U-simpleksinin
késeleri orijinal simpleksin sinirlar diginda olabilir. Bu durumda, olusturulan
karisimlarin deneysel bélgesi, orijinal ve ters simplekslerin kesisim bélgesidir ve bu
bélge simpleks degildir. ilgilenilen bélge, sadece orijinal simpleksin icinde yer
aldiginda deneysel bélgedir ve bu

U —Upin <1 (2.36)

i=1

oldugunda mimkinddr. (2.36) denklemindeki U, terimi, Gst sinirlarin en
kiGchgudur.

U-simpleksi orijinal simpleksin iginde yer aldiginda deney araligi;

q
R, =Y U -1 (2.37)
i=1

seklinde tanimlanir ve bu denklemde 0 < R, < q—1'dir. U-simpleksi orijinal
simpleksin iginde yer aldiginda R, < % 'dir U-simpleksi orijinal simpleksin iginde yer

almadiginda R, deney araligi degildir ancak U-simpleksinin blytklaginin
dogrusal élctsi olarak kullanighdir.

Sadece Ust sinir mevcut iken yapay bilesen transformasyonu;

U -X) _ (U -X)

Ru qului -1
<

7= ! (2.38)



U simpleksinin yapay bilesen yerlesimi orijinal simpleksin yerlesiminin zittidir;
bu ylzden, yapay bilesenler orijinal bilesenlerin zit etkisine sahiptir. Bir bagka ifade
ile eger yanit X; ile artiyorsa Z; ile azalir. Esitlik (2.38) deki yapay bilesen
transformasyonu ile (2.33) deki yapay bilesen transformasyonu karsilastirilirsa
(2.38) deki U yapay bilesen transformasyonu (2.33) deki ise L yapay bilesen
transformasyonudur.

U yapay bilesen transformasyonu, R, <liken Scheffe 'nin polinom model

uyumunda ortaya ¢ikan kéti sartlanmayi da azaltmaktadir.

Ust sinirin kullaniimasi yapay alt siniri (L) yaratir.

L, =U,-Ry
Yapay alt sinirlarin sinirli dizlemi (L*)simpleks olusturur ve U simpleksinin

Ustinde yer alir, (Sekil 2.8). Orijinal simpleksin disinda bulunan U simpleksinin her

bir kdsesi icin bir tane negatif alt sinir olacaktir.

(Kaynak: Crosier 1984, 211)



SEKIL2.8 U simpleksi (ABC) ve L™ simpleksi (DEF) nin gésterimi icin 6rnek.
Deney alanini gésteren tarali kisim ise simpleks degildir. Ust sinir kisitlari: X, < 0.5,

X, £0.3, X5 <0.6 Yapay alt sinirlar: 1 < Xy, -0.1<X,,0.2 < X3

2.6.3 Bilesen Oranlan Uzerinde Alt Ve Ust Sinir Olmasi Durumu

Alt ve Ust sinirlarin her ikisi de mevcut iken uygun yapay bilesen
transformasyon metodunun sec¢imi alt ve Ust sinirlarin tutarliigina dayanir, (Piepel
1983).

Piepel, 0< L, <x, <U, <1 ile verilen sinirlarin tutarhihgini kontrol etmek
amagciyla bazi formdiller tanitmigtir. 0< L, <x, <U, <1 sinirlamasi, her bir bilegen
orani alt sinira (x=L;) ve Ust sinira (x=U;) ulastiginda “tutarli” olarak adlandirilir.

Bilesen kisitlarinin saglamasi gereken temel durumlar;

(2.39)

olup, bu durumlarin saglanmasi kisit bdlgesinin bog kiime olmadigini gdsterir. Eger

q
her iki durumda saglanmiyorsa in =1 olmasli imkansizdir.
i=1

Sinirlarin tutarhhdini kontrol etmek ya da sinirlardaki bazi tutarsizliklan
ortaya ¢ikarmak amaciyla ilk adimda her bir x; 'nin aralik genigligi hesaplanir.

Ri=Ui—Li, i=1,2,...,q
R; .
Ri|=—c||7 |=1727---7q (240)

’ ’

formalG, L-yapay bilesenin (x, ) aralik genigligini tanimlar. Eger bazi i’ler i¢in R, >1
ise,



g g
Ri>1-) L yada Ui+ ) Lj>1 (2.41)
i=1 i]

olur ve U; erisilmezdir. Bununla birlikte, bazi /ler igin

g q
z Rj'<1yadal;+ z Uj <1 (2.42)
i#] i#]

ise L; erisilmezdir.

Erisilmez bir Lye neden olan kararsiz sinirlari belirlemenin diger bir yolu da
U-yapay bilesenlerini (u) kullanmaktir. U simpleksinin blydkIigad,

q
Ry = zUi -1 (2.43)
i=1

|
olarak tanimlanir. Eger bazi i 'ler i¢cin Ri> R, ise L; erisilmezdir (Crosier, 1984).

Sinirlar tutarli olmadiginda ve tutarli sinirlar olusturmak igin sinirlarda
ayarlamalar yapildiginda, bu ayarlamalar erisilmez olan sinirlarda yapilabildigi
kadar, diger x;ler Gzerindeki sinirlarin bazilarinda da yapilabilir.

Sinirlarin tutarhh@ini kontrol etmek igin diger bir metot da bilesen araliklarinin
hesaplanmasidir. Bu islem her bir R; = U; — L; aralhidinin karsilastiriimasi ile yapilir.
Eger bazi R>R, ise tutarli olmayan bir st sinir vardir ve eger Ri>Ry ise tutarli
olmayan bir alt sinir vardir.

Deneysel bélge, U simpleksi ile L simpleksinin ara kesiti olup ancak ve ancak
bu simplekslerden biri tamamen digerinin icinde yer aliyorsa simplekstir. Eger R.=Ry
ise L simpleksi ile U simpleksi ayni blylklige sahiptir ve dolayisiyla ilgilenilen alan
simpleks degildir. (L simpleksi ve U simpleksi zit oryantasyona sahiptir).

Eger R.<Ry ise L simpleksi daha kiguktir ve U simpleksinin igcinde yer alip
almadigi Gst sinirlar ile yapay Ust sinirlar karsilastirilarak belirlenir. Eger herhangi bir

U < Ui* ise L simpleksinin kdsesi U simpleksinin disinda yer alir ve bu durumda
deneysel alan simpleks degildir. Eger Ry<R_ ise U-simpleksi daha klgUktlr ve
herhangi bir L; > L’i’ ise U simpleksinin kdsesi L simpleksinin digindadir ve durumda



da ilgilenilen deneysel alan simpleks degildir. Ayrica bilesen araliklari da deneysel
bdlgenin simpleks olup olmadigini gdsterir. EGer herhangi bir bilesen araligi, R, ve
Ry 'nun en kiglk degerinden daha kiguk ise deneysel alan simpleks olmayacaktir.

L-yapay bileseni ya da U-yapay bileseni ile calisma secimi deneysel bélgenin
sekline baghdir. Eger R <Ry ise yapay bilesen olarak L yapay bilesen
transformasyonu segilir. Eger Ry<R_ ise U yapay bilesen olarak segilir.
Simplekslerden hig biri digerinin i¢inde yer almiyorsa ya da eder R =Ry ise (yani
deneysel bélge bir simpleks degilse) tasarimi kurmak amaciyla yapay bilesen olarak

L segilir.

2.6.4 Tutarsiz Kisitlarin Neden Oldugu Problemler

Tutarsiz kisitlar belirlenmez ve dizeltiimez ise karigim deneylerinin tasarim

ve analizinde bazi problemler ortaya cikabilir. (Piepel 1983)

1.

Piepel (1982) ile Snee ve Marquardt (1976) tarafindan sunulan Simpleks
eleme tasarimi igin kullanilan teknikler, tutarsiz kisitlar durumunda yanlis
sonug verir. CUnki eleme tasarimlarinin etkisi deneysel alanin sekline
baghdir.

Tutarsiz kisitlarin problem gikardigi diger bir durum da Saxena ve Nigam
(1977) tarafindan ©6nerilen karisim bilesenlerinin  belirlenmesinde
dogrusal  transformasyonlarin  kullaniimasi  seklindeki  tasarim

prosedirinde ortaya gikar.

Buna karsin, asagida belirtilen diger tasarim ve analiz prosedirleri tutarsiz

kisitlardan etkilenmez.

1.

Mc Lean ve Anderson 'un énerdigi ekstrem kdseler algoritmasi, Snee ve
Marquardt(1974) ve Snee (1979) tarafindan énerilen algoritmalarin timd
tutarsiz kisitlarin mevcut oldugu durumlarda bile etkin kisit bélgesi igin
dogru ekstrem kdseler olusturmaktadir.

Yapay bilesen kullanilarak uyumu yapilan bir modelin gelistirimesi de
tutarsiz kisitlardan etkilenmez. Tutarsiz kisitlar, yanhs bir yapay bilesen
transformasyonuna neden olabilir ancak vyanhs yapay bilesen
transformasyonu yeni noktalari kullanmakta olup bu yeni noktalar igin
kestiriimis yanit dogru olabilmektedir.



Her ne kadar tutarsiz kisitlarin tanimlandigi bir deney igin tasarim ve analiz
prosedrlerinin dogru calisip calismadigi ile ilgilenilse de asil konu bu degildir.
Yanlig veri seti analiz edildiginde ilgilenilebilecek konu, sadece veri setini analiz
edecek prosediiriin belirli bir kismidir. iigilenilmesi gereken en énemli konu; tutarsiz
kisitlar setindeki etkin kisit bélgesi, ¢alismayi yiriten bilim adamlarinin ilgilendikleri
bdlgeden énemli 6él¢lde farkl olabilir. Tutarsiz kisitlar kullanilarak olusturulan bir
tasarim arastirmacinin ilgilendigi karisim oranlarini arastirmaya imkan vermeyebilir.
Bu nedenle bilim adami uyumu yapilan modelin extrapolasyonu olmaksizin bu
bélgeyle ilgili bir bilgiye sahip olmaz. Eger ilgilenilen alanda gergek yanit davranisi
aragtirilan bélgedekinden farkli ise modelin extrapolasyonu yanlis sonuglarin elde
edilmesine neden olur.

2.6.5 Sinirlarin Degistirilmesinin Etkileri

Sinirlardaki kii¢ik bir degisiklik deneysel bélgenin seklinde ve blyukligiinde
onemli degisikliklere yol acabilir. Sinirlamalar, tutarli olmayan sinirlarin tutarli hale
getirmek ve deneysel bélgenin kdse sayisini azaltmak igin degistirilir. Eger kdse
sayisl az ise tim kdseler deney tasarimina nokta olarak dahil edilirken kése
sayisinin ¢ok oldugu durumlarda ise alt setler secilerek tasarima dahil edilir. Kése
sayisinin ¢ok oldugu durumlarda alt setlerin secimi oldukca zordur. Ayrica kése
sayisini azaltmak igin sinirlarin nasil degistirileceginin bilinememesinden dolayi
sinirlar Gzerindeki kiiglk degdisiklikler kése sayilari Gzerinde blylk etkilere yol
acabilmektedir.

Sinirlandirilan bélgenin seklini tanimlamak amaciyla alt bélgenin kése
sayllari belirlenmeli ve bu kdselerin koordinatlari hesaplanmalidir. Crosier (1984),
sinirlandiriimis bélgenin kdse sayilarini hesaplamak igin bir formul tanitmistir. Bu
forml, ¢ adet bilegenin alt setlerinin toplamindan ibarettir. 0<L; <x; <U; <1
denkleminde tanimlanan limitlere sahip olan ¢ adet bilesen géz énlinde
bulundurulsun. Bu durumda, i-inci bilesenin aralik genisligi R; = U; — L; olacaktir. Ry,
R. ve Rp degerleri ise,

q
RL = 1 - ZLI
i=1
q
Ry=> U -1 (2.44)
i=1

Rp =Min{R.,Ry}

formdilleri ile hesaplanacaktir. Daha sonra C(g, r) degerleri, r < g olmak lzere,
hesaplanir. Burada C(g, r) = ¢q! / rl(g-r)''dir ve U¢ farkh grupta incelenir. Bu gruplar,



Grup 1. Rp’den daha kiiglk aralik genisligine sahip olan r adet bilesenin
kombinasyonu.

Grup 2. Aralik genisligi Rp’ye esit olan r adet bilesenin kombinasyonu.

Grup 3. Rp’den daha blyUk aralik genisligine sahip olan r adet bilesenin
kombinasyonu olarak ayriimistir.

Grup 1, 2 ve 3’deki kombinasyonlar sirasiyla, L(g, r), E(g, r) ve G(g, r)’dir.
Sinirlandirilan bélgenin kdse sayisi,

9 q
Ny =g+ Y LG (a-2r+ Y EGn(1-r) (2.45)

r=1 r=1

form0lU ile hesaplanir. Bu denklem yardimiyla kése sayisi bulunduktan sonra orijinal
bilesenlerden olusan sistemdeki kdselerin koordinatlari tanimlanir. Sadece (g ya da
dért bilesen iceren karisimlar igin késelerin koordinatlarini hesaplamak kolaydir. Ug
bilesenli durumda, sadece sinirlandiriimis bir bdlgeye ihtiya¢ duyulur. Dért bilesen
oldugunda ise, hem bdlge cizilir ve bu bdlgenin koordinatlari hesaplanir hem de alt
ve (st sinirlarin 2=16 mimkiin kombinasyonu olusturularak kdseler bulunur. Bu 16
muUmkidn kombinasyon,

(L1, Lo, La, La) (U, Lo, Ls, La)
(L1, Loy Ls, Uy) (Us, La, Ls, Ud)
(L1, Lo, Us, La) (Us, Lz, U, Ly
(L1, Lo, Us, Uys) (U4, Lo, Us, Uy) (2.46)
(L1, Uz, L, Ls) (Us, Uz, L, L)
(L1, Uz, Ls, Ud) (Us, Uz, Ls, Uy)
(L1, Uz, Us, L) (Us, Uz, Us, L)
(L1, Uz, Us, Uy) (Us, Uz, Us, Ud)

seklinde olusturulur ve bunlardan kabul edilebilir olanlar secilir. Kabul edilebilirlik,
x, +x, + x; + x, =1 kosulunu saglayan kombinasyonlari ifade etmektedir. Bélgenin

kbseleri sadece (2.46) denkleminde yer alan kombinasyonlar degildir. Bu
denklemdeki kombinasyonlar, kabul edilebilir kombinasyonlardir. (2.46)
denkleminde L; ya da U;nin sadece bir tanesi kabul edilebilir kombinasyonu elde
etmek igin ayarlanabilir.

(2.45) formulasyonunu 6érneklendirmek agisindan X fabrikasinin Gretmis
oldugu Grinln 5 farkl hammaddenin belirli oranlarda karisimindan olustugu ve bu
oranlarin, x;, xz, x3, x, Ve x;s ile ifade edilmis oldugu varsayilsin. Uriinii olusturan
bilesenlere ait alt ve Ust sinirlar su sekildedir.



0.80 < x4 < 0.90
0.05< x5 <0.15
0.02< x3 <0.10
0.08 < x4 <0.05
0.5<x5<0.15

ilk asama da verilen sinirlarin tutarlihdinin kontrol edilmesi gerekmektedir.
(2.40) deki R; =U; —L;denkleminden faydalanarak ;

R¢ = 0.90 - 0.80 = 0.10
Ry =0.15-0.05=0.10
R =0.10-0.02 = 0.08
R4 =0.05-0.03 = 0.02
Rs =0.15-0.5=0.10

olarak bulunur.

ikinci agamada, L simpleksinin ve U simpleksinin dogrusal bly(iklikleri,

g 9
RL=1-)L; ve Ry =) U; -1 formilleri kullanilarak,
i=1 i1

R_ =1-(0.80+0.05+0.02+0.03+0.5) =1-0.95=0.05
Ry =(0.90+0.15+0.10+0.05+0.15)-1=1.35-1=0.35

seklinde hesaplanir.

Rp =Min{R_,Ry}=0.05 olarak elde edilir.



C(5,1)

x1,R4 =0.10
X5,Ry =0.10
x3,R3 =0.08
x4,R4 =0.02
x5,R5 =0.10

C(5,2)

X1,X2,R1 +R2 =0.10+0.10=0.20

X1,X3,Ry +R3 =0.10+0.08=0.18

X1,X4,R1 +R4 =0.10+0.02=0.12

X1,X5,R1 +R5 =0.10+0.10=0.20

X2,X3,Ro +R3=0.10+0.08=0.18
Xo,X4,R2 +R4 =0.104+0.02=0.12
X2,X5,Ro +R5=0.10+0.10=0.20
X3,X4,R3 +R4 =0.08+0.02=0.10
X3,X5,R3 +R5=0.08 +0.10=0.18
X4,%X5,R4 +R5=0.02+0.10=0.12

C(5,3)

X1,X2,X3,R1 +Ro +R3 =0.10+0.10 + 0.08 =0.28
X1,X2,X4,R1 +R2 +R4 =0.10+0.10+0.02=0.22
X1,X2,X5,R1 +Ro +R5 =0.10+0.10+0.10=0.30
X1,X3,X4,R1 +R3 +R4 =0.10+0.08 + 0.02=0.20
X1,X3,X5,R1 +R3 +R5 =0.10+0.08 + 0.10=0.28
X1,X4,X5,R1 +R4 +R5=0.10+0.02+0.10=0.22
X2,X3,X4,Ro +R3 +R4 =0.10+0.08 + 0.02=0.20
X2,X3,X5,R2 +R3 +R5=0.10+0.08 +0.10=0.28
X2,X4,X5,Ro +R4 +R5=0.10+0.02+0.10=0.22
X3,X4,X5,R3 +R4 +R5 =0.08+0.02+0.10=0.20



C(5,4)

X1,X2,X3,X4,R1+Ro +R3 +R4 =0.10+0.10+0.08 + 0.02=0.30
X1,X2,X3,X5,R1 +Ro +R3 +R5 =0.10+0.10+0.08 + 0.10 =0.38
X1,X2,X4,X5,R1+R2 +R4 +R5=0.10+0.10+0.02+0.10=0.32
X1,X3,X4,X5,R1 +R3 +R4 +R5 =0.10+0.08 + 0.02 + 0.10 =0.30
X2,X3,X4,X5,R2 +R3 +R4 +R5=0.10+0.08 +0.02 +0.10=0.30

C(5,5)
X1,X2,X3,X4,X5,R1 +R2 +R3 +R4 +R5 =0.10+0.10+0.08 +0.02+0.10

= 0.40

L(g,r) :L(5,1) = 1 E(qr) :E(5,1) =0 G(g,r) :G(5,1) =
L(5,2) = E(5,2) =0 G(5,2) =10
L(5,3) = E(5,3)=0 G(5,3) =10
L(5,4) = E(5,4)=0 G(5,4) =
L(5,5) = E(5,5)=0 G(5,5) =1

(2.45) denklemi kullanildiginda,

Ny =5+[5x(5-2)]+0
=5+15
=20
olarak bulunur.
Bes ya da daha fazla bilesen iceren karigsim deneylerinde, sinirlandirilan
bdlgenin kdse sayisi ¢ok fazla olabilir. Bu gibi durumlarda, sinirlandirilan bélgenin
kbse sayisini bulmak icin olusturulmus olan algoritmalar kullanilir. Bu

algoritmalardan bazilari, XVERT (Snee ve Marquardt, 1974), UNIEXP (Goel, 1980),
XVERT1 (Nigam, Gupta ve Gupta, 1983), CONVRT (Piepel, 1988)

2.7 KARISIM DENEYLERI iCIN EKSTREM KOSELER TASARIMI



Olglilen yanit karisim bilesen oranlarina bagh olup karisim miktarina bagli
degildir. Bu ylzden q bilesenin seviyeleri 0 ile 1 arasindadir ve bilesen oranlarinin

toplami 1'dir. Bilegen orani x; ile alt sinir L ile ve Gst sinir U; ile gosterildiginde

kisitlar;
q
X = 1
i=1

1
0<L <x <U, <1

seklinde oldugu daha énce ifade edilmisti. Bu kisitlar iki farkh tirde deneysel bélge

olusturur.

1.Tar: TUm bilesenler alt sinira sahip ya da tim bilesenler (st sinira sahip ya
da tim bilesenler alt ve Ust sinira sahip ve esit aralikta ise elde edilen deneysel
bdlge q kdseye sahip olup yapay bilesenlere gére simplekstir.

Bu durumda kuadratik model i¢in tavsiye edilen tasarim “Yapay Bilesen
Simpleks Tasarim” olup, tasarim;
i. qadet saf bilesen noktasi

i @ adet 50:50 karisim noktasi

ii. Genel merkez noktasi
iv. q adet simpleks kontrol noktasindan

q+1 1 1
29 2q 2q
A g+t 1
29 2q 29
1 1 q+1
2q 2q 29

olusur.

Kontrol noktalari; genel merkez noktasina, (50:50) karisim noktalarina ve saf
bilesen noktalarina esit uzaklikta olup modelin uyum yetersizliginin testi igin
kullanilir.



2.Tir: Alt ve (st sinirlarin bulunmasi durumunda dejenerasyon su ki
durumda ortaya ¢cikmaktadir;

g
DLzl
i=1

veya

q
ZUi <1
i=1

Bu iki esitsizligin herhangi birinde esitlik s6z konusu oldugunda ¢6zim bdlgesi
sadece bu esitligi olusturan kombinasyonun tanimladigi tek bir noktadir

L; = U; durumunda faktér uzayinin boyutu 1 azalir ve kalan bilesenler (1 — L))
toplamina esit olma zorunlulugu tagir. Bununla birlikte herhangi bir i = 1,2,...,q i¢in L;
# U; oldugu varsayilr.

Alt ve Ust sinirlar mevcut ve birbirinden farkl ise elde edilen deney bdlgesi

dizensiz ¢ok yizli olup (g—1) boyutlu simpleksin alt uzayidir.

Mc Lean ve Anderson bu durumlarda simpleks tasarimin genellikle uygun
olmadigini sdylemis ve “Ekstrem Kdseler Tasarimi”ni dnermislerdir.

Ekstrem koéseler tasarimi ¢ok y0zlinin kdéseleri ve ¢ok yUzIlinin farkli
yUzlerinin merkez noktalarindan olusur. Kdselerin hesaplanmasi igin Snee ve
Marquardt (1974) XVERT Algoritmasini 6énermiglerdir. Tasarimda kullanilabilecek
aday koselerin sayisi fazla oldugundan bir alt setinin belirlenmesi acisindan XVERT

Algoritmas! oldukga uygundur. Bu algoritma genellikle kigik iz (trace) degerine
sahip (X'X)™" matrisi olusturmaktadir. Bu da kullanilan model dogrusal oldugunda

tahminlenen katsayilarin varyanslarinin kiigiik olmasini saglamaktadir.

Tasarimda kullanilan yUOzlerin merkezleri bu yUzleri olusturan kdselerdeki

bilesen degerlerinin ortalamasi alinarak belirlenir.



Ekstrem koseler tasarimi pratikte kullanishdir ancak q =5 icin ¢ok sayida
deney noktasina sahiptir ve ayrica bu deney noktalari bilesen uzayinin belirli bir
noktasinda kimelenmis olabilir. Mc Lean ve Anderson (1966), bu tasarimlarda

deney sayisini azaltmak icin bazi yéntemler dnermislerdir.

= Belirli ylzey merkezlerinin silinmesini; érnegin ¢ift boyutlu yUzeylerin
silinmesi

= Tasarim noktalari arasindaki normalize uzakligin hesaplanmasi ve diger
tasarim noktalarina gére belirli bir minimum uzaklhktan daha az olan

noktalarin rassal olarak silinmesidir. ~Normalizasyon (Xjj,...,Xq) Ve

(Xj1>--» Xjq) S€klindeki iki nokta arasindaki uzaklik olup

L (xy —x, o\1/2
djj = Z{—Ur_l-r} (2.47)
r=

seklinde tanimlanir.

Normalizasyon metodu, her bir faktdér duyarliiginin faktérin kisit araliginin

uzunlugu ile ters orantili oldugunu varsayar.

Wheeler (1972), kisitl uzaylar i¢in tasarimlarin olusturulmasinda Exchange

(degisim) ve Wynn algoritmalarinin kullaniimasini 6nermektedir.

Wynn (1970) Algoritmasi: Tasarimi gelistirmek amaci ile tasarima noktalar

ilave eder. (Her bir adimda ilave edilecek nokta maksimum v degerine sahip
noktadir. v = x(X' X)‘1 x' dir ve buradaki (X'X)™' tasarimda mevcut noktalardan
olusmaktadir). Maksimum v degerine sahip nokta ayni zamanda |X’ X| daki en buyuk

artisi olusturan aday noktadir.

Exchange (Degisim) Algoritmasi: Maksimum v degerleri bir noktayi,

verilen bir n deneyli tasarima ekleyerek tasarimin |X'X| degerini artirir. Ikinci

adimda ise (n+1) nokta arasindan minimum v degerine sahip nokta tasarimindan

cikartilir.



Degisim algoritmasinda genelde her bir donglide t adet nokta degistirilebilir.
Bu durumda tasarim buyikligl, maksimum v degerli t nokta ilave edildiginden n
‘den (n + t) ye ulasir. Daha sonra minimum v degerli t adet noktanin silinmesiyle

tasarim bUyUkligu tekrar n degerine indirgenir. Proses |X'X| degerinde artis

saglanamayincaya kadar devam eder. Degisim algoritmasi tasarim bOyUkIGginQ
kontrol altinda tuttugu icin 6zellikle faydalidir.

Her iki algoritmanin da baslangicinda tekil olmayan bir tasarima ihtiyag
vardir.

Tekil olmayan tasarim belirlendikten sonra, Wynn algoritmasina segilen
noktalarin ilavesi ile baslanir. Bu agamada tasarimin biyukligine kadar verilmelidir.
Karar igin tasarimdaki nokta sayisina karsi G-etkinlik, (bkz Bélim 3.4) ve maksimum
kestirim varyansi plot edilir.

G- etkinlik tasarimin global etkinligi olup;

%G-etkinlik = 100"

d (2.48)

seklinde ifade edilir. (2.48) esitliginde p, parametre sayisini, n tasarim biyUkliguna,
d ise v nin maksimum degerini belirtmektedir. Ekonomik ve zaman kisitlari dikkate
alinarak tasarimin biyUkligi n belirlenir.

Pratik olarak G-etkinlik = %50 ve / veya maksimum Kkestirim varyansi <

1.06” olmasi iyi bir tasarim gdstergesidir. Daha sonra secilen n igin tasarim

gelistirmek amaciyla degisim algoritmasi uygulanabilir.

Kullanilan tasarim algoritmalari uygun bir tasarim gelistiriimesine yardimci olur; bir
tasarimin kullaniimasinda dikte edici degildir.

2.8 DIGER KARISIM MODELLERI

2.8.1.Scheffe Polinomlarina Ters Terim Eklenmesi



Bir ve ya birkag bilesenin géstermis oldugu egilimden dolayi (6rnegin bir
veya birka¢ x;— 0) yanit davraniginda meydana gelen ekstrem (sapan) bir
degisikligi modellemek igin, ters terim iceren modeller énerilmistir, (Draper ve John,
1977). Bu modeller,

11=Zq:l3ixi +i5—ixfl (2.49)
= =

n= ZB|X| +ZZBIJX|XJ +ZB—|X (2.50)

i<j

n= ZB|X| +ZZBUX|XJ +ZZ ZBUKX XXk +ZB—|X (2.51)

i<j i<j<k

n= ZB|X +ZZBIJXIXJ +ZZ ZBukX XXk +

i<j i<j<k

ZZYinin(Xi —Xj)+ ZB—iXi_l
i1

i<j

(2.52)

seklindedir (Cornell, 1990; 291). Bu modellerde x; 'nin degerinin asla sifir
olmayacag fakat sifira cok yakin olabilece@i varsaylimaktadir. Yani, x;—¢; > 0’dir

ve g, bu modellerin her bir uygulamasi i¢in tanimlanan ¢ok kic¢ik bir niceliktir.
2.8.2. Cox ’un Karisim Polinomlari

En genel formu ile birinci ve ikinci dereceden
g
x)=Bo + D _Bix; (2.53)
i=1

g 9 g
X)=PBo + D BiX; ZZ iXiX) (2.54)
i=1 i=1 j=1



polinomlari géz éniinde bulundurulsun. Bu polinomlardaki n(x), x noktasindaki

beklenen ortalama yanittir. Bu polinomlardaki bireysel parametrelerin yorumlari,
bilesen oranlari tizerinde sinirlamalarin yer aldigi Scheffé polinomlari ile yapilan
yorumlardan farkhdir. (2.53) ve (2.54) denklemlerindeki parametreler, standart bir
karisimdan alinan yanit degerlerine kargin simpleks noktalarindaki yanitlarin
karsilastiriimasi ile olusturulan yanitlardaki nisbi degismeleri agiklar (Cox, 1971).

(2.53) denklemindeki B, parametresi, i bileseninin oranindaki degismenin

yanit Gzerindeki etkisini aciklar. Bilesen i’ deki degismeye karsin diger ¢g-1 adet
bilesenden en az bir tanesinin orani da degisecektir. Bunu gérmek amaciyla,
simpleksteki bazi noktalarda standart bir karigsim segilsin ve s ile tanimlansin. Daha
sonra, simpleks Uzerinde s’den farkli x noktalari secilsin. Eger x noktasi, s noktasi

ile x, =1 kbgesini baglayan 1gin lizerinde segilirse, bilegen i’nin x’deki orani

x;, =5, +A, (A, >0) olacaktir. Bu denklemdeki s;, bilegen i'nin s’deki oranini ifade
eder ve bunu daha rahat gérebilmek i¢in Sekil 2.9 incelenebilir. x, s’den x, =1’e
dogru uzanan isin tzerinde yer aliyorsa, geri kalan ¢-1 adet bilesen s’deki
bilesenlerden birine esit, goreli oranlardadir. Bu oranlar, x; =sj—A;s;/(1-s;) =
sj(1=x;)/(1=sj), i = jdir.

(Kaynak: Cornell, 1990; 316)

Sekil 2.9. Bilesen i’ nin oranindaki artan A; degisimi ve A; igin (1_Si) Ust

siniri



(2.53) denklemi kullanildiginda, beklenen yanittaki degisim n(x) - n(s) farki
alinarak bulunabilir. Bu iglem,

g g
=Bo + Y_Bixi —Bo - D Bisi
i=1 i=1

g
=PiA; +ZBj(Xj -Sj)

i=1

q
seklinde olacaktir. Eger fB/'ler Gizerinde Z,Bisi =0 sinirlamasi varsa, beklenen
i=1

yanittaki degisim,

A= P (2.55)

olarak ifade edilir. £, An(x)’in bir fonksiyonu olarak tanimlandiginda (2.55) denklemi,
B, =An(x) (l—si)/Ai halini alir ve ‘bilesen i’'nin etkisinin tahmini’ olarak adlandirilan

B, tahmini,

(1-si)

b; =
Aj

{yX)=y(s) }, i=12,...q (2.56)

olur. Bu denklemdeki y(x) ve y(s) ifadeleri, X’de ve s’de gbzlenen yanit degerleridir.

b; formUlinde, x’deki ve s’deki ylzeyin yiksekliklerindeki farklilik, bilesen
i’nin oraninda yapilan artan A; degisimi ile agirliklandirilir. (1—s,)/A; agirhgu,

1birimdir ya da 1°’den blyUktar. Sekil 2.8’de i, j ve k bilesenlerini igeren bir sistem
icin agirlik yaklasik olarak 2 birimdir.

Beklenen yanittaki dedisimi bulabilmek igin (2.53) denklemi yerine (2.54)
denklemi kullanilirsa, An(x) denklemi diger terimlerin yani sira BiiAi2 - si)2
terimini de igerir. Diger bir deyisle, (2.55) denklemi



A(X)= s+ (2.57)

g g

halini alacaktir ve parametreler (zerinde Z[Sisi =0 ve Zﬁjksk =0j=12...,q
i=1 k=1

sinirlamalar olacaktir.

2.8.3. Bilesen Oranlarinin Birbirlerine Oranlanmasi

Bazi durumlarda, bilegen oranlari yerine bu oranlarin birbirlerine
oranlanmasinin kullaniimasi daha anlamhidir. Ornegin, porselen bardaklarin ézel bir
modelinin imalatinda silisin sodaya oraninin ve silisin kirece oraninin kullanimi bu g
karigsimin her birinin oraninin kullanimindan daha anlamhdir.

g bilegenli bir karisim deneyinde, bilesen oranlarinin toplami 1 birim iken,
sistemi tanimlamak icin sadece ¢-1 adet oranlamaya ihtiya¢ duyulur. Ug bilesenli bir
karisimda oranlanan degiskenlerin bazi mimkin setleri,

X X
Set1: r=—1, ry=—1-
X2 X3
X X
Set2:r=—1, ry=—2 (2.58)
X2 X3
X X
Set3:r=—"1— =22
Xo + X3 X3

seklinde tanimlanabilir (Cornell, 1990; 312).

Her bir oran setinde, her r; orani, i = 1 veya 2, ayni setteki diger oranda
kullanilan bilesenlerden en az birini igcerir. Her bir setteki oran sayisir;, sistemdeki

bilesen sayisindan az olmalidir. Eger setteki oran sayisi q ‘ya esit ise, bilesen
oranlari toplaminin bir olmasindan dolay! oranlarin gereksiz bir set olusturdugu
sdylenebilir.

ry ve ro yiigeren birinci dereceden model;

n= =g + 0y + Aolp



seklinde olup esitlik (2.58) deki Set 1 in kullaniimasi ile

X2 X2
=0 + 04| —= |+ | —=
n 0 1[)(1) 2()(3]

olarak ifade edilir. ry ve ro agisindan x; setiise;

r
G=— 2
f{+rfo +ro

rqr
iy 2
f{+rlfo +ro

r

Xg = 1

f{+rfo +ro

olacaktir.

Standart faktoriyel tasarimlar, oranlanan degiskenlerle olusturulabilir ve bu
degiskenlerle standart polinomiyel modeller kurulabilir. Eger G¢ bilesenli bir deneyde
bilesen oranlarinin birbirlerine oranlarini,

olarak alinirsa, r; =0.5,1.0ve 1.5 ve r, =1.0,2.0 ve 3.0 oranlari ile tanimlanan
bélge Gzerinden alinan verilerle uyumu yapilan ikinci dereceden model,

y =0 + 04l + Ololo + 0(11r12 + oc22r22 + Olqol{lo + € (2.59)

olacaktir. Gozlemler 32 tasarim noktasindan toplanmistir. Tasarim ilk olarak ry ve
roile kurulur. Daha sonra, karisim bilesenleri tekrar elde edilir ve ¢dziliir. Ug
bilesenli sistem icin bu slire¢ su sekildedir;

(ry, ro) = (0.5, 1.0) kombinasyonlarina uyan ¢éztlecek esitlikler



rH=—=05r=—-=1.0, X{+Xo+Xx3=1

seklindedir. Bu esitliklerden x4=0.5, x5=0.25, x3=0.25 olarak elde edilir. Benzer

sekilde 9 tasarim noktasina uyan bilesen oranlari tekrar elde edilir, (Cornell, 1990;
314).

2.8.4. Log Kontrast Modeller

Karisim modelinde, dogrusal karigim terimleri (x; ) arasindaki sabit-toplam
sinirlamasini uzaklastirmanin bir yolu, bilesen oranlarini orantilayarak bu oranlari
standart polinomiyel modelin degiskenleri olarak kullanmaktir. Diger bir yol ise (g-1)
log oran degigkenleri kullanmaktir.

- Iog[ﬁ} i=12,..., g1 (2.60)
Xq

dir. Birinci ve ikinci dereceden polinomiyel modeller ise;

-1
X)=Bo + Y Bizi
il

(2.61)
a-1g-1
Bo +ZB|Z| +ZZBUZ|ZJ
i=1 j=1
(2.61) deki modellerin simetrik formlari ise;
q
N(x) = Yo + D i logx; (2.62)

i=1

ve

=7 +Zy, log X; +Z Zy” logx; —logx; )2 (2.63)

i=l j=i+1



(2.62)-(2.63) modellerinde y; +7, +---+7q = 0dir. (2.63) daki v;; parametreleri
(2.61) deki Bij parametreleri ile iligkilidir. Bu iligki su sekildedir;

1 H . .
Yij=—5[3ij, i=1.2,...,9-1; j=i+1,...q
(2.64)
1 1 ,
Yiq:Bii+EZBki+EZBik, i=1.2,..,9-1

k<i k>i

Sifinnci logaritma alinamadigi igin (2.62) ve (2.63) modellerindeki terimlerin
log x; agisindan agiklanabilmesi igin pozitif simpleks karigsimlarina uygulanmis
olmasi gerekmektedir.

(2.62) —(2.64) esitliklerindeki modeller Aitchinson ve Bacon-Shone (1984)
tarafindan bilesenlere ait alt bilesenlerin etkilerinin toplanabilirligini ve etkisizliginin
hipotez testleri igin olusturulmustur.

2.9 Karigsim Deneylerinde Yer Alan Siire¢ Degiskenleri

Bircok karisim deneyinde, yanit sadece karisimda yer alan bilesen
oranlarina bagl olmayip slre¢ kosullarina da baghdir. Stre¢ degiskenleri deneyde
yer alan faktorler olup karisimin herhangi bir bélimini olusturmazlar ancak
seviyelerindeki deg@isim karisim bilesenlerinin ézelliklerini etkiler.

Slre¢ degiskeni iceren bir karisim deneyinde kullanilabilecek en standart
tasarim, {g, m} simpleks kafes tasarimi ya da simpleks merkez tasarimdir. (")rnegin,
X1, X; Ve x3 oranlarina sahip olan bir karisim deneyinde, her biri iki seviyeli olan ve z;
ve z, seklinde tanimlanan iki sire¢ degiskeninin yer aldigi var sayilsin. Eger uyumu
yapilan alti terimli karesel bir model, {3, 2} simpleks kafesinin noktalarinda alinan
verilerle olusturuluyorsa, kombine edilen {3, 2} kafesx2® faktériyel diizenleme
kullanilabilir.

Karigim bilesen oranlari ve proses degiskenleri ile uyumu yapilan modeldeki
terimler, karisim bilesenleri modeli ile slire¢ degiskenleri modelindeki terimlerin
sonuglari alinarak elde edilir. Ug bilesen igin alti terimli karesel model,

Y =Bix1 +BaXa +B3xz +PBiax Xo +Bi3XiX3 +Bo3XoX3 +€ (2.65)



olacaktir. z; ve z; icin ana etkiler ve etkilesim etkilerinden olusan dért terimli model
ise,

y=0p+01Z; +0rZy +UpZ21Zy + & (266)

denklemi ile gésterilebilir. (2.65) ve (2.66) denklemleri kombine edildiginde, 24
terimli model,

3 2 3 2
y= Z[Yio +Zy!z| +yi122122]xi +ZZ[78 +Zy!jz| + yiljzzlzz]xixj +& (2.67)
i=1 I=1

i I=1 i<j
seklinde ifade edilir.

Bu denklemde, v} = Bjo, y!j =Bjjou, Vi =PBioyy ve yiljz = Bjjouyp dir. v (i=1,
2,3)ve yi(j) (i<j) katsayilari, her iki stire¢ degigkeninin bitin seviyelerinin
kombinasyonlarinin ortalamalari alindiginda sirasiyla, bilesen ’nin dogrusal
karisiminin ve bilesen i ve j’'nin dogrusal olmayan karigiminin dl¢iimleridir. y! ve
7/; (I =1,2)katsayilari sirasiyla, bilesen /’nin dogrusal karisimi ve bilesen i ve j'nin
dogrusal olmayan karigsimindaki z, 'nin ana etkisinin 6lctstdir. Benzer sekilde in2

ve yiljz katsayilari sirasiyla, bilesen i 'nin dogrusal karisimi ve bilesen i ve j 'nin
dogrusal olmayan karigsimindaki z;, ve z,’nin etkilesim etkilerini tanimlar.

n adet siire¢ degiskenine sahip olan bir tasarimda, Scheffe tipi karigim
modelleri kullanildiginda, blyik q (q = 4) ve n (n > 3) degerleri icin tasarim
noktalarinin sayisi oldukga fazla olabilir. Tam kafesx2" tasarimdaki noktalarin bir alt
seti olusturularak (kesirli hale getirilerek), tasarim noktalarinin sayisi azaltilabilir. Bu
alt set, stire¢ degiskenlerini iceren bir 2" (p>1) kesirli faktoriyel tasarimini segerek
ya da kafes noktalarinin bir alt setini secerek elde edilebilir. ikinci durumda yani
kafes noktalarinin bir alt setinin segiminde drnegin, iki seviyeli bir slire¢ degiskeni (z)
ile birlikte,

0 0 0 0 0 0
Y =0 X1 H VX +Y3X3 Y h XXy + Y 3X X3 + V53X X3 +
Y1'X1Z+7Y2'XpZ+7Y3' X324+ €

seklindeki Ug¢ bilesenli karesel model kullanilarak, iki tane 10 noktali tasarimin
uyumu yapilir ve bu iki tasarim, IX'XI degeri bakimindan esdegerdir.



2.10 KARISIM DENEYLERINDE BLOK TASARIM

Karisim deneyleri olusturulurken, deneysel hataya neden olan ve glrGlti
(stireg) degiskeni olarak adlandirilan birgok gurdilti kaynagi vardir ve bu gurdltd
degiskenlerinin bazilari deneyde kontrol edilirken bazilari kontrol edilememektedir.
Karisim bilesenlerine ek olarak deneyler genellikle siire¢ degiskenlerini igermektedir
ve karigim bilesenlerinin etkilerinin stire¢ degiskenlerinden bagimsiz olarak
tahminlenmesi gerekmektedir. Sireg degiskenleri fiziksel olarak karisim seviyelerine
bagh degildir ve slire¢ degiskenlerinin seviye kombinasyonlari tasarim blogu olarak
kabul edilmektedir. Bloklama gUr0ltlyl azaltmak igin kullanilan bir teknik olup
deneysel hatanin azaltilmasini saglar.

Murty (1966) simetrik simpleks tasarimlari bloklanmasinda ampirik olmakla
beraber gercek bloklamanin sadece tasarimin tekrarlanmasi ile gerceklesecegini
belirtmistir. Nigam (1970) ise; regresyon parametrelerinin blok etkisinden bagimsiz
tahminlenebilmesi igin karisim degiskenlerinin transformasyonu yapilarak ortogonal
bloklamaya gidilmesi gerektigi sonucuna ulasmistir.

Bloklamayi agiklamak icin Scheffe' nin blok etkisi iceren kuadratik modeli ele

alinsin;

t
Yy = ZBiXiu + z BijXiuXju + ZBwau (2.68)

1<i<n 1<i<j<n w=1

(2.68) ifadesin de, Y, u-uncu deney noktasindaki yanit (u =1, 2, ..., N), B; ve B;
regresyon katsayilari ve X, ‘lar karisim bilesenleri olup her u = 1, 2, ..., N i¢in

0<x;, <lve inuzl dir. By ise w- inci blogun etkisinin tanimlanan
1<i<n

parametresidir, w = 1, 2,..., t ve

1w -incibloktaki noktalar icin

V4 =
W40 diger tum noktalar icin
dir.
t bloklu N deneme noktasi iceren tasarim Murty ve Das(1968) In simetri

kosullarini sagladig varsayilsin.



ZXﬁJ =A inu ju =B me u=0C6
D XigXjuXkw =D D xx: w=E > X XjuXkw =F (2.69)

Z:xiuxjuxkux|u =G tumi = j# k#licin

(2.69) de Murty ve Das tarafindan belirtilen bu kosullar kuadratik model
parametrelerinin EKKY ile tahmininde, (X'X) matrisinin tersinin alinmasinda yasanan
zorluklar nedeniyle (6zellikle bilesen sayisinin ¢ok oldugu durumlarda) sunmus
oldugu alternatif tahminleme metodunda tasarim matrisinin sagladigini varsaydigi
sabitlerdir.

Murt ve Das (1968) in parametre tahminleri icin olusturduklan EKK
yOntemine alternatif metot prosediriine benzer bir sekilde yola ¢ikilarak (2.68)

modelinin parametrelere gére (B, ve BM olarak adlandirlsin) tGrevlendirilip sifira

esitlenmesi ile Nigam (1970) tarafindan normal denklemler su sekilde elde edilmisgtir.

2
z Yy _ZBIXIU ZBququu ZBWZWU} (2.70)

i<j

Esitlik (2.70), herhangi bir 8, ve f;,, ye gore turevlenirse;

Zxxuyu—Ab“B D b+C > by +D Zb”+2b {ZXM} (2.71)

1<i<n#A 1<i<n#)A 1<i<n#A

Zxku wYu=Cby +b,)+D by +Eby, +F(3 by + S by)

1<i<nzAu

+G Y bj +Y by [ZXM uu} EY

<i<j<nzEAp w

(2.72)

b’ lar B parametrelerinin tahminidir. Esitlik (2.70), B, ye gore turevlenirse;



My

mzw Yiu = [mzwxiuJ Zbi + [inuxju} Zbij + mwbw (2.73)
u=1 u=1

1<i<n u=1 1<i<j<n

m,, w-inci bloktaki nokta sayisidir.

(2.71), (2.72) ve (2.73) den gbzlendigi Uzere;

rnW r‘nW
Xjy =0 Ve ) XXy =0 (w=1,2,.., tvei#]icin) (2.74)
u=1 u=1

kosullar saglandiginda ortogonal bloklamaya erisilmektedir. Aksi taktirde regresyon

parametreleri blok parametresinden bagimsiz tahminlenemeyecektir.

Ancak karigim deneyleri x;, = 0olmasini gerektirir. Agikga goérildugu uzere
(2.74) kosullari tim x;, lar sifir oldugunda saglanmaktadir ki bu ise imkansizdir. Bu

ylzden ortogonal bloklamanin elde edilmesi igin karisim degiskenlerine
transformasyon uygulanmahdir. Nigam (1970) blok etkileri icin parametreleri

dizenleyerek ortogonal olmayan bloklama sorununu ¢ézmeye ¢alismistir.

Normal denklemlerin ¢6zUmUnU basitlestirmek igin;

rT.IW
inu = sabit =k,

u=1

ITlW
D XiyXju = sabit =k,

u=1

(2.75)

w=12.,tvei=#j;i,j=1,2,..,nicin
oldugunu varsayarak blok etkileri igcin dizeltiimis normal denklemleri elde etmistir.

Duizeltiimis normal denklemlerin elde edilisi Ek 1 de verilmisgtir.

2.10.1 Simpleks Uzerindeki Karisim Noktalarinin Uygun Seciminden
Olusan Tasarimlar

Toplam karisim (1/q 1/q 1/q... 1/q) harig¢ Scheffe’ nin g-bilesenli Simpleks

Merkez tasarimi ele alinsin. Esit oranli ikili karisimlarin ilavesi ile kdseleri



G%OO...O) olan simpleksin (ZJ adet ylOzOnUn her biri Ozerinde Uggen
olusturulabilir.

Uggenin kdsesinden 1/p uzakliktaki noktalar késeleri (% F;—p1 2lp 00...0)

seklindeki (g) adet Ucgen seti ile olusturulur. pT—l uzakliktaki diger noktalar

koseleri 1 1 pA 00...0 | seklindeki g adet Ucgen seti ile olusturulur.
2 2p 2p 3

Teorem: Ucgenin iki setinin kdse noktalari iki bloklu karisim tasarimi olarak
ele alinir ve kdse noktalarinin her bir seti kompakt blok olusturur.
ispat: Her bir bloktaki (g) nokta sifirin yeri hesaba katilmaksizin ayni

devirli sirada meydana gelen ve degerleri sifir olmayan 3 adet nokta tiretir. Her bir

blok(g)taki nokta adet 3@ olup (2.69) ve (2.75) kosullarini saglar. Iki bloktaki

toplam 6(2} adet nokta (2.69) kosullarini saglamaktadir.

Ornegin p=3 icin 4 bilesenli tasarim ele alinsin. Simpleksin 4 yizii igin 2
bloklu tasarim su sekilde olusturulur.

Yiz Blok 1 Blok 2
1_1 p-1_2

p 3 p 3
rz1, 112,

2 6 6 2 6 6
1 211 T2l
6 6 2 6 6 2
1z, 2 11

6 2 6 6 2 6



12,1 112
2 6 6 2 6 6
) 21,1 12,1
6 6 2 6 6 2
L1 2 211
6 2 6 6 2 6
Lozl Lgl2
2 6 6 2 6 6
5 25001 T2l
6 6 2 6 6 2
Lyla2 2,01
6 2 6 6 2 6
o121 o112
2 6 6 2 6 6
. 0211 o121
6 6 2 6 6 2
o 112 0211
6 2 6 6 2 6

Olusturulan bu tasanm yapisinda her iki blokta (2.69) simetri kosullarini

saglamaktadir:
ZX12 =Zx§ =Zx§ =in =7/18=A
Zx1x2 =Zx1x3 =Zx1x4 =Zx2x3 =Zx2x4 =Zx3x4 =11/18=B

(35250 + 3 xxg + 3 x2xa )= (3 x8x1 +3 xBxg +3 x2x4)
=2/3=C
= (ZX%X-] +ZX§X2 +ZX§X4)= (ZX?‘X-] +ZX‘2‘_X2 +ZX‘21X3)

ZX1X2X3 =ZX1X2X4 =ZX1X3X4 =ZX2X3X4 =1/12=D

(Px22 + 3022 + 3 w2

x2)= (3 x2x2 +Zx2x3+2x2x4)} W
(T x4 3 x2x2 43 522 )

(Fx2x2 + T2z + Txn2)| 216

F = 1/36 ve G = 0 olarak elde edilir.



X5 001 0)

010 0)
XZ

(Kaynak: Nigam, 1970)
SEKIL 2.10: p=3 icin 4 bilesenli tasarimda bloklar icin ilk yiize ait noktalar,

Bu ylzden g bilesenli karisimlarda, tasarim her bir blokta 3(g)kar|§|m

iceren 6(2} noktadan olusacaktir.

2.11 ORTOGONAL BLOK TASARIM

Scheffe’ nin kuadratik modeli baz alindijinda ortogonalitenin basarili
olabilmesi i¢cin John (1984), Nigam' in kosullarini modifiye ederek su kosullarin

yeterli oldugunu géstermistir;



nW
quizki i=1,2,...,q
u=l1 (2.76)

nW
D xyixy =kj j=1,2,.,q (%]
u=1

Esitlik (2.76) daki (Xy1,Xy,---»Xyq) ifadesi w-inci bloktaki u-uncu deneme
olup w-inci blok n,, deneme i¢cermektedir, (w=1,2,...,b). Ayrica b blok sayisi, k;

vek; ler ise sabittir.

Esitlik (2.76) de John tarafindan ifade edilen ilk ortogonalite kosulu, bilesen i
icin oran toplaminin bloklarin her birinde ayni olmasi gerektigini ancak k; = ko
=...=k, olmasinin sart olmadigini belirtmektedir. Ikinci kosulda benzer sekilde
ki, =ky3 =--- olmasinin gerekmedigini gbstermektedir.

Birinci dereceden model igin ilk kosul yeterli olup kuadratik model igin ikinci
kosula gereksinim vardir. Kiibik model igin ise ilave kosul;

> XiuXjuXay =kiy (her bir blok igin i, j, k=1,2, ....4) (2.77)

gerekli olup k herhangi bir sabittir.

q bilesen icin tasarim elde etmekte kullanilan bir yéntem ACED gibi
bilgisayar algoritmalaridir ancak her bir bloktaki deneme karisimlarin ayni segimleri
olmaz ise karisim ortogonalitesine ve sire¢ dediskenlerine ulasmak zor olur. Diger
bir ifade ile ortogonaliteyi saglamanin bir yolu tim bloklarda ayni tasarimin
uygulanmasidir. Bu amag¢ dogrultusunda en uygun tasarimlar simpleks kafes ve
simpleks merkez tasarimlardir. =4 icin en kicUk simpleks kafes tasarim {4,2}
tasarim olup 10 nokta igerir, (Cornell 1990, 21). q=4 igin simpleks merkez tasarim
10 noktaya sahiptir, (Cornell 1990, 62). Bu yaklagsimlarin en blylk dezavantaji blok
blyUklGginin ¢ok genis olmasidir.



John (1984)’de her blok igin ayni tasarim kullaniimasini gerektirmeyen
ortogonal bloklarda olugan alternatif method olarak q x q Latin Kareler tasarimini
sunmustur. Latin Karelerin yapisi hakkinda bilgi Ek 2 de verilmigtir.

Latin karelerden olusturulan tasarim su sekilde yapilandiriimaktadir;

L=(ay) g-uncu dereceden Latin Kareyi ifade etmektedir.
{xuj =ay;; i=12,...,q9}, ayj J-inci bilesen oraninin u-uncu karigimda oldugu,
karisim deneylerindeki denemeyi ifade etmektedir. Her bir bloga bir ya da daha
fazla farkli kare tahsis edilir, ek olarak, bir ve ya daha fazla ortak karisim (common
blend) X'X matrisinin tekil olmamasi igin ilave edilir. Cinki X matrisinin ¢apraz
carpim terimlerine karsilik gelen situnlar ana degiskenlerin yer aldigi sutunlar ile
dogrusal bagimsiz degildir.

Esitlik (2.76) da ifade edilen kosullardan Kosul 1 gergeklestikten sonra ikinci
kosulun gerceklesmesi icin ayni ¢apraz ¢arpim yapisina sahip Latin kare ciftleri
arastiriimalidir.

Capraz Carpim Yapisi: g-uncu dereceden Latin Kare L=(a;) nin iki

sutunu cj vecy nin gapraz garpimlari

q
CyCj, = Zauh Aujy
u=1

dir ve L’ nin elemanlari sembolik ¢arpim altinda birbirleri ile yer degistirir. L ’nin

capraz garpim yapisi, 1= jy, jo < q igin (js, j2)-inci elemani ¢ cj, (ji#j2) ve O (ji=]2)

olan g x q boyutlu matristir.

Her bir blokta gk; + k. denemesine sahip ortogonal tasarimlar bu sekilde
olusturulur. (k; =1,2,...; 1<ks <£q). Ayni ¢apraz ¢arpim yapisina sahip bazi Latin
kare ciftleri bir ve ya daha fazla ortak sembol satirina sahiptir. Bu satirlar her iki kare
ciftinden de ortogonalite kosullarini bozmayacak sekilde silinebilir.



g-uncu dereceden ayni capraz carpim yapisina sahip g! — 1 adet kareye
giden yapi satir (sira) permuitasyonu ile olusturulur. TOm bu kareler karisim
deneylerinde benzer sekilde olusturulmus denemeleri tanimladigindan Latin
karelerin sahip oldugu 6zellikler sinirlandirlabilir;
1. Ik sOtundaki elemanlar dogal sirada ise Latin kare satir-
indirgenmistir.
2. g-uncu dereceden iki Latin Kare satir indirgenmis ve benzer capraz
carpim yapisina sahip ise es (mates) dir.

Ornegin; q = 6 icin 0,1,...,5 seklinde etiketlendirilen 2 Latin kareyi ele alarak
es olup olmadiklar asagidaki gibi incelenebilir;

Kare 1 Kare 2 Capraz Carpim Yapilari
034152 012543 0 A A, A A, A,
1 032 45 1 25 430 A, 0 A A, A, A
21 05 3 4 2 54 3 01 A, AL 0 Ay A A,
345021 301 25 4 A, A, A; 0 Ay A
4 52310 4 30125 Ay A, AL A, 0 A
521403 54301 2 A, A; A, AL A O

A;=03+01+12+34+45+25
A, =04 +13+02+35+24 +15
A; =2(05) + 2 (14) + 2(23) ve 2(ij) = ij + ij olarak tanimlanmigtir.

-

Kare 1 igin ¢apraz ¢arpim yapisinin olusturulmasi;
11 =0
12 =03 +01 +12 + 34 + 45+ 25 = A,
13 =04+13+02+35+24+15=A;
14 =01+12+25+03 +34 +45=A4
15 =05+14 +23 +23 + 14 + 05 =2(05) + 2 (14) + 2(23) = A;
16 =02+15+24+13+04+35=A,
21 =12= A,
22=0
23=34+03+01+45+25+12 = A
24=13+02+15+04+35+24=A;
25=35+04+13+24+15+02=A;



26=23+05+14+14+05+23=2(05) +2 (14) + 2(23) = A3

56=25+45+34+12+01 +03 = A,
Ayni islemleri ikinci kareye de uyguladigimizda ¢apraz ¢arpim yapilarinin
ayni oldugunu goérliriz. Sonug¢ olarak benzer capraz carpim yapisina sahip
olduklari igin Kare 1 ve Kare 2 estir.

3. Standart formdaki Latin kareler, elemanlari ilk sttun ve ilk satirda
dogal sirada meydana gelen karelerdir. Standart devirli Latin kare
ise su sekilde tanimlanir; Lg elemanlar 0,1,..,9-1 olan g-uncu
dereceden standart devirli Latin kare olup (i,j)- inci elemanlari ilk
sttunun i-inci elemaninin ve ilk satirin j-inci elemanin toplami olup
mod g ya indirgenir. (2<i, j< q)

4. Biri; satirlarin, situnlarin ya da elemanlarin permitasyonu ile
digerinden olusuyorsa 2 Latin kare denktir. Standart devirli Latin
Kareye denk olan kareye devirli denklik denir

Standart devirli Latin kare Ly nun (q 2 3) esi bulunurken, Ly da i-inci sttun

ile (g — i + 2)-inci sttunun karsilikli olarak yer dedistirir (i =2, 3,..., q) ve tim
muimkin degisim mod g6z 6nlne alinarak yapilir. Bu durum agagida ifade edilen
Lemma ile dogrulanabilir.

Lemma : P:/, — (4ve (qelemanlari O, ..., g-1 olan tim Latin kare setleri

olsun. (i = 0,1,...,g-1) iken i elemanlarinin her biri (q - i - 1) elemanlari ile yer

degistirirse P(Ly) ve Lgayni ¢apraz ¢arpim yapisina sahip olur.

ispat: |,ve p;sirasiyla Lqve P(Lg) nin (i+1) inci sttunlar olsun. (i = 0,1,...,9-
1). [1q 9 modulline indirgemeyi belirtmek tzere;

L=(li+1g..li+a-11g) Ve pi=(a-i-1lgla-i-2]q..[q-ilg) di.

0<i<j=g-1iginu=(g-1-w) yerine konulursa;



gl g-1
pipj = D la-i—1-wlgla-j-1-wlq = D [u-1lg[u-jlq

w=0 u=0

Bu toplam, her [r]yelemaninin [r+i+j]q ile yer degistirmesi sabit oldugunda su

sekilde ifade edilir.
\ q-! .
pipj = D_li+ulgli+ulq =1
u=0

Lqnun esi, P(Lq) satirinin standart siralamaya donusttriimesi ile bulunur.

Ornegin; sekizinci dereceden standart devirli Latin karenin esinin

bulunmasini ele alinsin, (S.M. Lewis; A.M. Dean; N.R. Draper; P. Prescott, 1994).

0 12 3 45 6 7
1 2 3 456 70
2 3 456 7 0 1
3 456 7 012
4 56 7 01 2 3
5 6 7 01 2 3 4
6 7 0 1 2 3 45
7 01 2 3 45 6

seklinde verilen devirli Latin karenin egini bulmak igin i-inci situn ile (g-i+2)-inci

sttunun elemanlari mod dikkate alinarak yer degistirilir. Buna goére;

i =1 ise g-i+2 = 9 (mod8) = birinci siituna tekabull edecektir yani ilk situnda
degisme olmayacaktir.
i =2ise g-i+2 = 8 ( ikinci sUtun ile sekizinci sttun yer degistirecektir)
i =3 ise g-i+2 = 7 ( Uglincu sdtun ile yedinci stitun yer degistirecektir)
i =4 ise g-i+2 = 6 ( dérdincl sltun ile altinci situn yer degistirecektir)
i =5 ise g-i+2 = 5 (deg@isim olmayacaktir)
i =6ise g-i+2 = 4 (i = 4 ile benzer soncu vermektedir yani altinci situn ile

dérdiincu sdtun yer degistirecektir)



i=7ise g-i+2 = 3 (i = 3 ile ayni1 sonug elde edilir.)
i =8ise g-i+2 =2 (i = 2 ile ayni sonug elde edilir)

Buna gore standart devirli Latin karenin esi;

N OO o A WD =+ O
oo O~ WO DN = O N
OO A WO N = O N O
A WO N =2 O N O o
W D = O N o o b
N = O N oo o W
- O N O 0o b~ W DN
O N o o A W N =

seklinde elde edilir.

Bi=01+12+23+34+45+56 +67+70

B,=02+13+24 +35+46 +57 +60 + 71

B:=03+14+25+36+47 +50 + 61 + 72

B, = 2(04) + 2 (15) + 2(26) + 2(37) olarak tanimlandiginda ¢apraz g¢arpim
yapilari su sekildedir;

Teorem: Her devirli esitlik q = 3 derecesinde satir indirgenmis Latin karesi

sadece tek bir ese sahiptir.

ispat: Eger bir devirli esitlik karesi L, M ve N seklinde iki ese sahip ise devirli
kare Ly (L—Lg), M ve N ye satir, sttun ve eleman permutasyonlarinin



uygulanmasi ile olusturulan Mgy ve Ngseklinde iki ese sahiptir. Sonuc¢ olarak

kanitlanmasi gereken Lq nun tek esinin Mg oldugudur. ¢ elemanlari sirasiyla 0, 1,

..., g-1 olan siitun, R de g-devir (0, 1, ..., g-1) olsun.

Ly ={c.R(c),R*(c).....RY(c)}
ve

Mq ={c.R7"(c),R7(c).....R™¥*"(c)}.

Ng ={Pi(c),P>(c),P;5(c),...,Pq(c)} ise P; c deki elemanlarin permitasyonu

oldugunda (i=1,..., q) Ly nun diger esi olsun.

Herhangi bir i= 1, ..., g-1 igin, Lq nun (i+1)-inci ve i-inci sttunlarindaki

(r,s_) ve (t_,r) elemanlarinin giftleri sdyledir;

s, =R"R7(=R(r)=r+1 mod q

ve
t, =RR(r)=R71(r)=r—1 mod q

Bu ifadeler g-devirli R de r 'ye komsu iki elemandir. Ng, Lgnun esiise Ng
nun komsu sdtunlarinda r olarak (r+1) ve (r-1) ayni satirda yer almalidir. r keyfi

olarak secildiginde, Pi+1Pi_1r ye komsu (r+1) ve (r-1) ile g- devir olmalidir. Bu
ylzden PiHPi_l, R ve ya R7!dir.

._1

i=1,2, .., g2 icin F>j+1PJ.—1 =R ve Py P} =R™! olamaz. Aksi takdirde

Pi(c)=Pj,2(c) dir. Eger, P, ;P =R ise Ng= Lg; eger P, P =R~ ise Ng= M,

dir. Sonug olarak L4 sadece bir tane ese sahiptir.

Herhangi bir devirli denklik karesi L nin sahip oldugu tek es su prosediir ile

elde edilir;
i-inci sttunu elde etmekicin (i=1, 2,..., Q)



a. L de herhangi bir eleman “ odak (focus) eleman” olarak segilir ve j
satiri situn i de meydana geldigi yere yazilr.

b. (j, 1) pozisyonundaki eleman indeks eleman olup g; ile ifade edilir.
c. i-inci sutun ilk girigi e; olan L’ nin sGtunudur.
d. Satirlar standart siraya getirilir

Yukarida bahsedilen prosedir;

2 5 4 0 1 3
3 1.2 5 0 4
5 2 0 4 3 1
0 41 3 2 5
4 0 3 15 2
1 35 2 40

seklinde verilen kareye uygulansin ve odak eleman 4 olarak alinsin; (odak elamanin

oldugu tim durumlar g6z éntine alinmahdir.)

ik siitundaki 4 U dikkate alinirsa; j = 5-inci satira tekabul etmekte (j,1) = (5,1)
= 4 yani besinci satirin ilk elmani e; = 4 dir. Devirli esitlikte 4 ile baslayan situn 3-
Uncl situn oldugundan ilk sGtunla Ggtincd satin yer degistirecektir.

ikinci stitundaki 4 U dikkate alindiginda; j = 4-lincii satir olup (j,1) = (4,1) =0
= ¢;; 0 ile baglayan stitun 4-linci situn oldugundan 2-inci stunla 4-Unca situn yer
degistirecektir.

Uglincii situndaki 4 ele alindiginda ise j = 1-inci satir olup (j,1) = (1,1) = 2; ik

sttunla G¢tncd sttun yer degistirecek

Dérdlnci sutundaki 4 U ele alindiginda; j =3-Uncu satir olup (j,1) = (3,1) = 5;
dérdincu sutunla ikinci sutun yer degistirecek

Besinci stitunda ise j = 6-1nci satir olup (j,1) = (6,1) = 1; 1 ile baslayan situn
5-inci sttun oldugu i¢in bu durumda degisim s6z konusu degildir.



Ve son olarak altinci sutun dikkate alindiginda j = 2-inci satir (j,1) = (2,1) = 3;
degisim s6z konusu degil.

Devirli esitligin esi ise;

4 0 2 5 1 3
2 5310 4
0 4 5 2 3 1
1 3 0 4 2 5
3 1.4 05 2
5 21 3 40

olarak elde edilir.

John(1984) tarafindan dnerilen ve Cornell(1990) tarafindan belirtilen Scheffe
'nin kuadratik modeli igin ortogonal blok giftlerinin olusturulmasinda 6zel bir yéntem
olarak Latin karelerin kullaniimasinda bahsedildi. =4 i¢in John, standart Latin
kareler ile baglayan ortogonal Latin karelerin elde edildigi blok dizenlemesini
sunmustur.

Tablo 2.1: 4-{incli dereceden standart Latin kareler

Kare 1 Kare 2 Kare 3 Kare 4
abcd abcd abcd abcd
badc bdac bcda badc
cdab cadb cdab cdba
dcba dcba dcba dcab

Tablo 2.1°’de g0sterilen 4 standart Latin kareyi ele alalim. Standart karelerde
ilk situn ve ilk satir alfabetik siradadir. 2-inci, 3-lGincli ve 4-Uncl sttunlarin
permuitasyonu ile bu karelerin her biri 5 farkli kare daha Uretir ve toplamda 24 kare
eder.



Bu kareler igin x1Xa, X1X3, X1X4, X2X3, XoX4 V€ X3X4 Capraz carpim toplamlari;
A =2(ab + cd)
B = (ac + ad + bc + bd)

olarak alinirsa tim kareler igin A, B, B, B, B, A seklinde oldugundan bu kareler estir
ve benzer ¢gapraz ¢arpim yapilarina sahiptir, (M.L. Aggarwal, ISI, Kolkata 2002).

Tablo 2.2'de Cornell tarafinda dérdiinci karenin kullaniimasi ile olusturulan

(S,(4)) 6 kare gosterilmistir.

Tablo 2.2: 2, 3 ve 4 Siitunlarinin Permiitasyonu ile 4-(incii Kareden Elde
Edilen 6 Kare

Sl(4) Sli(4) Sli(4)  SIV(4)  SV(4)  SVI@4)
abcd acdb adbc abdc adcb acbd
badc bdca bcad bacd bcda bdac
cdba cbad cadb cdab cabd cbda
dcab dabc dbca dcba dbac dacb

Eder Tablo 2.2 ’'deki 6 kareden birinci ve dérdinct kareyi secer ve
karelerden birini bir blokta yer alan 4 karisimdaki karisim oranlarini belirtmek icin ve
diger kare 2-inci bloktaki karisimlari belitmek igin kullanilirsa (2.76) kosullarinin
saglandigi gorulir. Bu yizden bu 2 kare, kuadratik model igin her biri 4 hacimli 2
ortogonal blok saglar. Bu kareler Tablo 2.2’in Gst kisminda Sl(4) ve SIV(4) olarak
gOsterilmistir (Cornell 1990, 449). Kuadratik modelin 10 parametresini ve blok farkini

tahminlemek i¢in en azindan 2 karisim noktasi iki karenin her birine eklenmelidir.

ilave karigimlarin nasil segildigini géstermek amaciyla, Tabo 2.1 den Kare 3
alinsin; Kare 3 ‘lin kullaniimasi ile olusturulan 6 kareden herhangi bir esi segilerek
(bkz Tablo 2.3) bloklara eklenir. Bdylece her birinde 8 karisim olan 2 bloklu tasarim
yapisi olusturulmustur.

Tablo 2.3: 2, 3 ve 4 Siitunlarinin Permiitasyonu ile 3-(incii Kareden Elde
Edilen 6 Kare



SI(3) SII(3) SI(3) SIV(3) SV(3) SVI(3)
abcd acdb adbc abdc adcb acbd
bcda bdac bacd bcad badc bdca
cdab cabd cbda cdba cbad cadb
dabc dbca dcab dacb dcba dbac

Bu kareler keyfi olarak segilmemekte, daha o6nce ifade edildigi Uzere
genellikle eslerin, eslesmis ciftlerinden gelmektedir. Herhangi bir sirada seviyeleri
a,b,c,d olmayan yeni ortak (common) karsim, tasarimin tekil olmamasini saglamak
amaciyla her bir bloga eklenmelidir. Birgcok deneyci, karisima merkezini eklemeyi
tercih etmektedir.

Tablo 2.4: Kuadratik Karigim Modeli igin 2 Kare Ciftinin Kullaniimasi ile
Olusturulan 2 Ortogonal Blok

BLOK | BLOK Il
Sl4) abcd SIV(4) a b dc
badc bacd
cdba cdab
dcab dcba
SI3) abcd SV@3) adcb
bcda badc
cdab cbad
dabc dcba

(b, a, d, c) ve (c, d, a, b) karigsimlarinin her ikisi de her bir blokta birer defa
gbrilmektedir. Eger bu karisimlar silinirse her biri 6 karisim iceren 2 blok kalir ve bu
karisimlar (2.76) bloklama kosullarini saglar. Her bir bloga ortak karisim olarak
merkez noktalar, q = 4 i¢in ( V4, Vs, V4, V4 ) eklenirse 7 karnigimli 2 bloklu tasarim

olusur ve daha 6ncede bahsedildigi Gzere bu bloklar ortogonaldir.



g = 5 igin, karisimlar Ayrik Ortogonal Latin Karelerin (MOLS) setine
dayanmaktadir. Tablo 2.5 da kare setleri g6sterilmistir. Bu karelerin her birinden, ilk
sUtun sabit kabul edilerek diger dért situnun permitasyonunun olugturulmasi ile 5
farkli kare elde edilir. Her bir karedeki sltunlarda yer alan kodlamalar ya da harfler
devirli sirada meydana gelmektedir.

Tablo 2.5: 5-inci dereceden Ayrik Ortogonal Latin Kareler

Kare 1 Kare 2 Kare 3 Kare 4

abdec adecb aecbd acbde

bcead beadc badce bdcea
cdabe cabed cbeda cedab
debca  dbcae dcaeb daebc
eacdb ecdba edbac ebacd

g = 5 i¢in kuadratik model 5 dogrusal 10 ¢apraz ¢arpim terimi icermektedir.
Esit hacimli 2 bloklu tasarim en azindan 16 farkh karisim icermelidir. g =5 oldugu
durumlar igin 2, 3 ve 4 bloklu bazi olasi tasarim yapilari mevcuttur. Bloklardaki
ortak karisim sayisini n ile ifade edilir ve Tablo 2.4 deki kareler kullanilirsa mimkiin
tasarimlar su sekilde yapilandirilir;

A. 5 + n hacimli 2 bloklu (n = 3)
i. Blok 1:Kare 1 +n
Blok 2: Kare 2 + n veya Kare 4 + n
ii. Blok 1: Kare 3 +n
Blok 2: Kare 4 + n veya Kare 2 + n
B. 10 + n hacimli 2 bloklu (n = 1)
i. Blok 1: Kare 1 ve 2 +n
Blok 2: Kare 3ve 4 + n
C. 10 + n hacimli 3 bloklu (n = 1)
i. Blok 1: Kare 1 ve 2 +n
Blok 2: Kare 3ve 4 + n
Blok 3: Kare 1ve 2 + n
D. 10 + n hacimli 4 bloklu (n = 1)
i. Blok 1: Kare 1 ve 2 +n



Blok 2: Kare 3ve 4 + n
Blok 3: Kare 1 ve 2 + n
Blok 4: kare 3ve 4 + n

Bélim 3



UYGULAMADA KULLANILAN MATEMATIKSEL TEKNIKLER VE OPTIMALITE
KRITERLERI

3.1. OPTIMiZASYON TEORISi:

Optimizasyon Teorisi fonksiyonun ug¢ degerlerinin (maksimum, minimum)
incelenmesi olup bu teori, analitik ve nimerik metotlar ile elde edilen ekstrem
noktalarin varligi icin gerekli kosullari ve ug¢ degerlerine ulagsan fonksiyonun
bagimsiz degiskenlerin hangi degerleri icin ekstrem noktalar oldugunun bulunmasi
konularini icermektedir.

Optimizasyon silrecinde amag¢ fonksiyonun minimum veya maksimum

degerini olusturan sartlar bulunur. Bir X noktasi f(x) fonksiyonunun minimum

degeri ise, ayni nokta —f(x) fonksiyonunun maksimum degeridir. Klasik optimizasyon
teorisi maksimum veya minimumun bulunmasinda amag¢ fonksiyonun sirekli ve

tirevlenebilir oldugunu varsaymaktadir.

Gok kuguk pozitif ve negatif butin h degerleri igin, f(xy) < f(xy +h) ise f(x)
fonksiyonu x( ’da yerel minimuma; f(x,) = f(x, +h) ise f(x) fonksiyonu x, 'da
yerel maksimuma sahiptir. f(x) fonksiyonu tanimh oldugu bdlgede bitin x ’ler igin
f(xg) = f(x) ise, f(x) fonksiyonu x, ’da mutlak veya tanimli oldugu bdlgede
minimuma sahiptir. f(x,) = f(x) ise, f(x) fonksiyonu x, 'da mutlak veya bdlgesel

maksimuma sahiptir.
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Sekil 3.1: Klasik Optimizasyon Yapisi

3.1.1 Tek Degiskenli Durumda Optimizasyon

8>0ve |x- xy| <0 iken f(x) = f(x, )ise xq yerel minimum olup & bdlge
araligini ifade etmektedir. Eder butin x ‘ler igin f(x) = f(x, ) ise x, global

minimumdur. Minimum ve maksimum degerlerin bulunmasinda birinci dereceden
ve ikinci dereceden tirev testleri kullanilir. Minimum noktalarda f (x) negatiften
pozitife gecerken maksimum noktalarda f '(x) pozitiften negatife gecmektedir..

Minimum ve maksimum noktalarin bulunmasinda ilk kosul dif(x)=f’(x)=0
X

olmasidir ancak birinci tirevin ¢ézimd maksimum, minimum veya bikim noktasi
olabilir ve amag¢ fonksiyonun duragan noktasi olarak adlandirilir. Sekil 3.2 (a)
dikkate alinirsa maksimum nokta olan A ve minimum nokta olan B 'de z = f(x)
fonksiyonunun bir durgunluk degeri vardir. Bir baska ifadeyle, z ’'nin bir u¢gdegerinin
(minimum ya da maksimum) olabilmesi igin, x degisirken dz=0 olmalidir. Ancak bu
kosul tek basina bir minimum ya da maksimum igin yeterli degildir; C noktasina
baktigimizda dz = 0 olmakla beraber, bir u¢cdeger olusmamaktadir. Bu ylzden
birinci dereceden tlrev kosuluna ek olarak ikinci dereceden tirevler incelenmelidir.



2 2
d—f(x) =f"(x) > 0 ise bulunulan nokta minimum d—f(x) =1"(x) < 0 ise bulunulan
dx? dx?

nokta maksimumdur. (Barnett, Ziegler ve Byleen, 2002)

&y

1=f(x)

(b)
(Kaynak: Gill, Murray, Wright 1981)
Sekil 3.2: (a) Duragan Noktalarin Gésterimi (b) Maksimum Ve Minimum
Noktalarin Gésterimi

Sekil 3.2 (a)’da A noktasinin soluna (dx<0) ve sagina (dx>0) gidildiginde her
iki durumda da z 'nin degeri azalmaktadir (dz <0). Diger bir ifadeyle, farkli x



degerleri icin d(dz) < 0 ya da d’z <0 'dir diyebiliriz. d’z< 0 kosulu, maksimum icin

ikinci sira kosulun (yeterlik kosulu) diferansiyelidir. Bunu sdyle gésterebiliriz:

2
ddz/dx) _d°z _¢vhy<0,  dx#0
dx dx2

d%z = f"(x)dx> <0

d?z ifadesi acllarak yazilirsa; dxz(z (dx)z) teriminin bir karesel terim

(dolayisiyla pozitif) oldugunu gérilebilir:

d2z = d(dz) = d[ f/(x)dx ] = ( df’ (x)) dx

d%z = (7 (x)dx ) dx =" (x) (dx)?

Dolayisiyla maksimizasyon i¢in yeterli olan d%z < 0ikinci sira kosulu ile

f7(x) < 0 esdegerdir.

3.1.2 Birden Cok Degisken Durumunda Optimizasyon

z = f (x,y) iki degiskenli fonksiyonu ele alindiginda;ikisi birden sifir
olmamak kosuluyla farkl dx ve dy degerleri igin dz = 0 birinci sira kosulu

olusturur. Fonksiyonun birinci sira toplam diferansiyeli;

dz=f, dx+f, dy =0, dx#0,dy #0

seklinde olup bu kosul altinda diferansiyel denklemin sifir olabilmesi igin

_az_o _ 0z

fo ===
X x

olmaldir.



(A

(a)

N

(c)

(Kaynak: Ates, S., 2003)

Sekil 3.3 Birinci Sira Kosulu Agisindan (a) Iki Segim Degiskenli Modelde
Maksimum (b) Iki Se¢im Degiskenli Modelde Minimum (c) iki Secim Degiskenli
Modelde Eyer Noktasi



Sekil 3.3 birinci sira kosul agisindan incelenirse; Sekil 3.3 (a) 'da A
noktasinda, Sekil 3.3 (b)’de B noktasinda ve Sekil 3.3 (c) 'de C noktasinda dz = 0

birinci sira kosulu saglanmaktadir. Bu noktalarda

c')z_az_0

fy=f, =0 ya da a_x_a_y_ (3.2)

saglanmaktadir. Ancak birinci sira kosul ugdeger icin gerekli olmakla birlikie yeterli

degildir.

Sekil 3.3 (a) 'da ve Sekil 3.3 (b)’'de sirasiyla maksimum ve minimumun olugsmasina
ragmen, 3.3 (c) 'de bir eyer noktasi olusmaktadir. z, x 'e gbre bir maksimum
vermekle birlikte, y e gére bir minimumdur. Gok degiskenli durumda ikinci sira
kosuluna gegcmeden 6nce ikinci dereceden kismi tirev kavrami incelensin. z = f(x,y)

fonksiyonunun iki tane birinci dereceden kismi tiirevi vardir:

e
ox ~ Y oy

fx

y sabit kalirken, f, 'in x e gdre tlrevi, x 'in ikinci dereceden kismi tlrevi olup;

¢ _0(3zdx) _ 9’z
XX = aX - ax2

seklinde ifade edilir. Benzer sekilde x sabit kalirken, f, ‘in y 'e gdre tlrevi, y ’nin
ikinci dereceden kismi turevidir
d(dzdy) 9°z

f = =
yy ay ay 2

Ayrica fyve fy'nin hem x hem de y 'nin birer fonksiyonu oldugu da géz

O6ndnde tutulursa, capraz ikinci dereceden kismi tirevler elde edilir;



d(0zdy) 9%z

fo., = =
i ox ox 9y

d(0z/0x) 9°z
fyX = =
ay oy 9x

ikinci Sira Toplam Diferansiyeli

dz 'nin diferansiyeli alinarak, d’z ikinci sira toplam diferansiyeli elde edilir;

d (dz)

oy
o(fy dx+f, d d(fy dx +f, d
_ (fx y y>dX+ (fx y Y)dy

ox ay
= [fyx dx +fy, dy]dx +[fyy dx +fy, dy]dy

d?z=d(dz) = dx + dy

d (dz)
X

=y A2 + fyy dy dx+fyy dx dy +f,y dy?

d2z=f,y dx? +2f,, dy dx + 1,y dy?

(Kaynak: Ates, S., 2003)
Sekil 3.4 ikinci Sira Kosulu Agisindan iki Secim Degiskenli Modelde Maksimum



Sekil 3.4 'de isaretlenen alanda birinci sira kosullarin saglanmis oldugunu
varsaylildiginda eger dx ve dy rasgele farkli degerler alirken, dz slrekli azaliyorsa

(yani d’z <0), bu noktada bir maksimum vardir. Tersi durumda bir minimum vardir.

Ancak bazi durumlarda d22=00labilecegini de g6z 6ninde bulundurarak, genel
kural su sekilde belirtilebilir;
z 'nin maksimum degeri igin: d?z <0

z ’nin minimum degeri igin: d’z 20

Uc degeri belirlemek igin kullanilacak olan yukaridaki kural simdilik ispat
verilmeksizin ikinci derece kismi tlrevler cinsinden agik olarak yazildiginda;

fux <0, fyy <0, fiefyy <fX2y =d2z<0

fux >0, fyy >0, fiufyy <fX2y =d?z>0

Sekil 3.4 de seklin durgunluk noktasinda ¢izilen dogu-bati ve kuzey-gliney
yonll oklardaki hareketler bu kosullarda fy, ve fy, ikinci derece kismi tlrevleriyle

gbsteriimektedir. Ancak dx ve dy rasgele degisirken bir u¢degerin garanti altina
alinabilmesi igin, diger olasi yénlerde de dz ’nin ya surekli azaliyor (maksimum igin)

ya da sdrekli artiyor (minimum icin) olmasi gerekir. Bu, f,, capraz tirevi ile

simgelenmistir.

d’z teriminin isaretinin pozitif mi, negatif mi oldugunu belirlemek igin,
karesel bicim kavrami kullanilarak, iki ya da daha ¢ok se¢im degiskeninin yer aldigi
modellerde ug¢deger sinamasini daha kolaylikla yapilabilinecek kurallara
ulasilacaktir.. Oncelikli olarak, bigim ve karesel bigim kavramlarini tanitmak
gerekirse; her bir terimin ayni derecen oldugu polinoma, bicim denir. Ornegin 4x-

9y+z polinomu, ¢ degiskenli dogrusal bir bigimdir. 4x> —xy +3y? polinomu da,

ikinci dereceden (karesel) bir bigimdir.



q = dzz,ude,vEdy,aEf ,b=1f,,h= 1, = f, kisitlamalar
XX yy Xy yX

kullanilarak dz =f,, dx? + 2f,, dy dx + f,, dyifadesini karesel bicim gergevesinde
incelensin. ikinci sira ugdeger kosula gére, dx ve dy’nin kendisinin ve degisimlerinin
hangi deger aldiklarindan bagimsiz olarak, bir minimum igin d’z > 0, bir maksimum

icin d’z < 0 olmasi gerektiginden bahsedilmisti. Bu durumda, g>0ya da g<Oelde
edebilmek icin, u ve v herhangi bir deger alabilirken, a, b ve h katsayilarina hangi

kisitlamalarin koyulmasi gerektigi belirlenmelidir.

q karesel bicimindeki degiskenlerin degeri ne olursa olsun (tUmU ayni anda
sifir olmamak kosuluyla);

q > 0 ise pozitif belirli

g = 0 ise pozitif yari belirli

q < 0 ise negatif belirli

g < 0 ise negatif yari belirlidir.

Degigkenler farkli degerler alirken q isaret degistiriyorsa, q belirsizdir. q = d’z

belirsiz ise, bir eyer noktasi vardir.

iki secim degiskenli durumda determinant sinamasini elde edebilmek igin, q

karesel bigcimi kullanilacaktir:

q=au2 +2huv +bv?

u?® ve V? pozitif olduklarindan, a ve b katsayilarinin isaretlerine konulacak

kisitlamalardan, isaretin rahat¢a ne olabilecegini sdylenebilir ancak bu haliyle 2huv
teriminin isaretiyle ilgili kesin bir sey sdylenemeyecektir. Bu nedenle de g 'nun kesin
negatif belirli mi ya da pozitif belirli mi oldugunu sdylenemez. Bu belirsizlikten

kurtulmak icin g karesel bigimine h2v?/a terimi eklenip cikarilirsa;
2,,2 2 h2y2

q=au2+2huv+h v +bv
a a

Esitligin sagindaki ilk (ic terim a ortak parantezine, son iki terim de v® ortak

parantezine alinarak dizenlenirse;



2 _h2
OI=a[u2 +Ev] +{ab h }vz
a a
dir.
ave v2 degiskenleri birer karesel ifade olduklarindan, q ’nun isareti timuyle a, b ve
h katsayilarinin isaretine baghdir.

a>0veab-h®>0iseq> 0 (pozitif belirli )
a<0veab-h®>0iseq< 0(negatif belirli).

Matris bigimini kullanarak, isaret belirliligi kuralini yeniden yazarsak;

h
a>0ve|D|= E; . —ab-h2>0 iseq>0
a h 2 .
a<0ve|D|= b =ab-h®>0 iseq<0

a terimini de D determinantinin bir alt determinanti (birinci ana minér determinanti)

olarak dustnulebilir ve |D4| seklinde yazilabilir. Buna gdre isaret belirliligi kosullari;

IDi/>0ve |D|>0iseq>0 (3.3)
IDs]<0ve|D|>0iseq<0

Matris bicimiyle verilen q karesel bigiminin kisaltmalari yerlerine yazilarak
yeniden dlzenlenirse;

f f
4%z = [dx dy]{ Xy {dx}
fyx fyy |ldy
seklinde ifade edilir.

fux
{fxx fxy } ifadesi bir denklem sisteminin ikinci derece kismi tlrevlerinden
yxooyy

olusan matris olup Hessian matris olarak adlandirilir. Hessian matrisi kullanarak,

d%z'nin isaret belirliligi hakkinda yorum yapilabilir.



fyx fxy

fux >0 Ve |H|:{f f}zfxxfyy—f)%y>0ise d’z >0
yX yy

foo f
fux <0 ve |H|={fXX fxy}zfxxfyy—ffy>0ise d’z <0
yX yy

n degiskenli karesel bicimi, dogrudan D matrisinin ana mindrlerini yazarak

isaret belirliligi icin genel kosulu olusturabilir;

di1 dio
|Dy [=dyq1, |Dy [d21 dZJ, :
dyy dig - dyp
D |—|D|—d21 doo -+ doj
L |=|D|=

dn1 dn2 o dnn

e Pozitif belirlilik igin tim ana mindrlerin determinantlari pozitif olmahdir.

ID4|>0,|D2|>0,....,|Dn| >0
¢ Negatif belirlilik icin ise tim ana mindérlerin determinantlarinin isaretleri;
ID4|<0,|D2|>0,....,,|Dn| >0

e n.anamindr |D,|, eger n cift say! ise pozitif, tek sayi ise negatif olmalidir.

z=f(X{,X2,...,Xy) seklindeki n secim degiskenli bir fonksiyonda birinci sira
kosulunu belirlemek icin toplam diferansiyel alinarak sifira esitlenir. Birinci sira
kosulunu saglayan x; degerlerinin bulunmasi, ilgili noktada (ya da noktalarda)
duraganhgi gésterir ancak bu durgunlugun bir ucdeger ya da eyer noktasi oldugunu
sOylemek igin yeterli degildir. Bunu agida cikartmak igin ise ikinci sira kosula
gereksinim duyulur. ikinci sira kosul, dz diferansiyelinin bir kere daha diferansiyeli

alinarak, isaretinin incelenmesini gerektirir.

n secim degiskenine sahip fonksiyonunun ugdegerlerine iligkin genel sinama
kosullarini olusturmadan 6énce ikinci sira kosuluna ait Hessian matrisinin yapisini ele

alinsin.



02z
—=f

E)xl2
9%z

5 =fio
X18X2
9%z

5 =ty
XzaXI

seklinde ifade edilmek (izere;

f11 fi2
fag fop
|H|=|f31 f32
fn1 fn2
| Hy |=f11
fi1 fi2
H =
M| for fo
f11 fi2
|Ha |=|fo1 fo
fa1 f30
[Hn [=[H]

3%z i
—5 =1
E)x%
9%z
8X18X3 13
92z _
8X28X3 2
fi3 fin
fog fon
fas fan
fn3 fnn

Tablo 3.1: n Adet Degiskene Sahip Fonksiyonunun Ugdegerlerine Iliskin Genel

Sinama Kosullari

Kosul

Maksimum

Minimum

Birinci sira kosul

fi=fy=-=f, =0

fl=fy=- =1 =0

ikinci sira kosul

|Hy |<0,|Hz >0,

|Hg |<0,--,(-1)"|H, >0

“*1|>0,|H2 P>0,
|H3 [>0,--,|Hy [>0




Bolim 4 de anlatilacak olan uygulamada amag fonksiyonunu Bélim 3.4 de
tanitilan D — optimalite kriterine gére olusturulmus olup fonksiyonu maksimum

yapan degisken degerleri nimerik analiz ile belirlenmistir.

3.2 NUMERIK ANALIz

Analitik ¢bzlimle basitlestirmenin imkansiz veya kesin ¢d6zimin mevcut
bilgilerin 6tesinde oldugu veya elle ¢ézimuanun sikinti yarattigi bir ¢cok problem séz
konusudur. Béyle durumlarda problemi sinirli sayida bilinmeyen icerecek sekilde
dizenlemek i¢in nimerik analiz kullanilir ve bilgisayar algoritmalari ile nihai esitlikler
¢6zilir. Nimerik analizin amaci, matematiksel modellerle ifade edilmis, ¢cok cesitli
alanlara ait problemlerin ¢6ziminde belli sayida ve sirasi belirlenmis islemleri
bilgisayar yardimiyla yaparak belirli bir hassaslia sahip sonuglar elde etmek icin
kullanilabilecek yéntemlerin bulunmasi, geligtiriimesi, var olanlarin irdelenmesi ve en

etkin olanlarin saptanmasidir.

Bir problemin ¢6zimu igin gerekli olan sonlu sayidaki islemleri adim adim
belirli bir sira ile tanimlayan diizene veya hesaplama yéntemine algoritma denilir. Bu
tanim 1s1§inda nimerik analiz, verilen girdi bilgilerini bir algoritma ile isleyerek ¢ikti
bilgileri elde etme olarak digtnulebilir. Bazi temel hesaplamalarin en iyi sekilde
nasil yapilabilineceginin tanimlanmasi ile isleme baslanir. Bir problemin
matematiksel modeli birden ¢ok algoritma ile ¢b6zllebilir. Hangi algoritmanin
kullanilacagini belirleyen etmenler:

a. Algoritmanin hizi
b. Algoritma ile elde edilen sonuglarin hassasligidir.

Algoritmanin hassasligi sayisal ¢6zimlemenin en édnemli konularindan biridir
ve elde edilecek sonucun ne Kkadar guvenilir oldugunu belirler. Sayisal
hesaplamalarda farkli kaynaklardan gelen hatalar vardir. Ornegin girdi olarak
kullanilan sayilar bir 6lcim sonucunda elde edilmisg olabilir, dogal olarak bu
sayilarda 6lgiim yanlislari olacaktir. Algoritmada kullanilan matematiksel modelden
dolayl kesme yanlislar olabilir. Algoritmanin uyarlandig! bilgisayarda da yuvarlama
yanlslari olacaktir.



3.3. FONKSIYON OPTiMiZASYONUNDA BENZETILMiS TAVLAMA

(SIMULATED ANNEALING) YONTEMI

Verilen bir f (x) fonksiyonun minimumunu bulmak ile —f (x) in maksimumunu

bulmak ayni problem oldugundan yapi minimum bulma problemi olarak ele

alinacaktir.

3.3.1 Fonksiyon Minimizasyonu

N degiskenli f(x)fonksiyonunun sayisal yontemlerle minimumunu bulmak

oldukga zor bir problemdir. Fonksiyonun alabilecegi degerler uzayi bliylk oldugunda

bu problem daha da zorlasir.

1.

Fonksiyon argimani x, N boyutlu uzayda sirekli deger alan bir vektordir.
Sayisal yontem kullanildiginda uzayin kesikli hale getirilmesi s6z konusu
oldugundan iyi bir sonug i¢cin N boyutlu uzayda ¢ok kiguk aralikli bir izgara (grid
) olusturulmalidir. Bu da uzayda cok fazla sayida nokta olmasi demektir.
Fonksiyonun tim bu noktalarda aldi§i deger bulunup, bu degerler arasinda
karsilastirma yapilr.

N boyutlu uzayda fonksiyon minimumunu daha hizli bulan bir algoritma sdyle
olabilir. Bir baslangic noktasindan baslanip, nokta rasgele degistirilebilir. Yeni
noktadaki fonksiyon degeri eski noktadakinden daha kiglkse yeni nokta kabul
edilir, degilse kabul edilmez. Bu nokta yine rasgele degistirilir, elde edilen nokta
icin ayni islem ile secim vyapilir. Bdylece daha kisa surede fonksiyon

minimizasyonu yapilabilir.

2.1. x; baslangi¢ noktasi (i = 0)segilir, f(x;) hesaplanir.

2.2. Nokta Xj,1 =X;+AX; seklinde rasgele bir hareketle o&telenir, f(Xj.q)
hesaplanir.

2.3. f(Xj4+1) < f(X;) ise yeni hareket noktasi x;,q olur, dedilse yeni hareket
noktasi x; olarak kalir.

2.4. 2,3 islemleri yeni hareket noktasi i¢in yinelenir.

2.5. Hareketin durdugu i zaman adiminda fonksiyonun minimumu bulunmus

olacaktir



3. Bu ve benzeri yéntemlerin hepsi birden ¢gok minimumlu fonksiyonlarda ¢alismaz.
Algoritma buldugu ilk minimumda takilacak (yerel minimum), blyik ihtimalle

global minimumu bulamadan sonlanacaktir.

3.3.2 Metropolis Algoritmasi

Metropolis algoritmasi birden ¢ok minimumlu fonksiyonun global minimumu
bulunabilir.

Metropolis Algoritmasi, N boyutlu uzaydaki bir noktay!r argiman kabul eden
fonksiyon minimumu bulma problemi icin kullanilabilir. Bir dnceki algoritmaya gére
Ustinluga, yerel minimumlarda takilmayip diger minimumlara dogru aramaya devam

edebilmesidir.

Minimum arama sirasinda, fonksiyonun argiimani olan x, N boyutlu

uzayinda hareket ettirilir, Xg,Xq,...,Xj,Xj+1,--»Xg Noktalari boyunca olan hareket

sonunda Xg aranan minimum degerini veren nokta olmasi beklenir.

Olasi bir algoritma su adimlari igermektedir:

1. X; baslangic noktasi (i = 0)segilir, f(x;) hesaplanir.
2. Nokta Xj,1=X;+AX; seklinde rasgele bir hareketle o&telenir, (X 1)
hesaplanir.
3. f(Xjz1) < f(X;) ise yeni hareket noktasi X, olur, degilse
(@) o=exp[-(f(xj+1)—f(X;)/T]6nceden secilen ve program boyunca
sabit olan bir T degeri i¢in hesaplanir.
(b) 0 < r < 1 olacak bicimde bir r rasgele sayisi uretilir.
(c) w >rise hareket kabul edilir, degilse reddedilir.
2,3 iglemleri yeni hareket noktasi igin yinelenir.
Hareketin durdugu &nceden belirlenmis olan s zaman adiminda
(yeterince blylk secilmisse) fonksiyonun minimumu bulunmus olacaktir.

Bu tir bir algoritmanin Ustinligd f(x;,1) > f(Xj) olmasi durumunda da

harekete belli bir dlgtide izin vermesi ve bdylece olasi bir yerel minimumda takilmay!



Onlemesidir. Ancak béyle bir algoritmada kritik olan sey T parametresinin secimidir.
T segiminde iki u¢ durum,

1. T ¢ok blyik segilirse f(X;.1) > f(Xj) durumunda algoritmadaki 3(c) adimi her

zaman gercgekleneceginden hareketin sonlandidi yer fonksiyonun belli bir
minimum degeri olmayacaktir.

2. T c¢ok kuglk segilirse f(x;,1) > f(Xx;) durumunda algoritmadaki 3(c) adimi hi¢
bir zaman gergceklenmeyecek bu durumda hareketin sonlandigi yer fonksiyonun
bulunan ilk minimumu olacaktir. Bu durumda bu tur bir algoritmanin ilk

bdlimdeki algoritmadan bir farki olmayacaktir.

Fonksiyon  minimumu bulma probleminde kullanilan  Metropolis
Algoritmasinda bir kag kritik nokta vardir.
i. T degerinin secimi
ii. Hareketin adim sayisinin segimi
iii. Rasgele hareketin olusturulmasi (6zellikle adim buyUkliga secimi)
Tom bu degiskenler hakkinda birkag deneme sonunda saglkh bir secim
yapilabilir.

3.3.3 Benzetilmis Tavlama (Simulated Annealing)

Metropolis Algoritmasinda, program boyunca T parametresinin sabit
kalmasinin sakincalarindan bir dnceki bolimde bahsedilmisti. T  ‘nin kiguk
secilmesi, hareketin yerel bir minimumdan kurtulamamasini, blyik segilmesi ise
hareket global minimumdan gegse dahi global minimumu veren noktayr hassas bir
bicimde bulamamasini getiriyordu.

Benzetilmis Tavlama ydntemi ile bu sorunlar giderilir. Program, uzayda belli bir
X baslangi¢ vektorinden ikinci kisimda anlatildig gibi yiiksek bir T parametresi igin
hareket baslatir. Hareket sirasinda ziyaret edilen noktalardan en kigik f(x)degerini

veren nokta bir sonraki hareketin baglangi¢c noktasi olur. Bir sonraki harekette T
degderi belli bir miktar azaltilir. T ‘nin belli bir degerine varildiginda program sonlanir.

Olasi bir algoritma su sekildedir.



—_

. T icin baslangi¢ degeri secilir.
2. N boyutlu uzayda X; baslangig noktasi (i = 0) segilirve f(x;) hesaplanir.
3. Nokta X, =X;+AX; seklinde rasgele bir hareket gerceklestirir, f(xi,1)
hesaplanir
4. f(Xiy1) < f(X;) ise hareket kabul edilir, degilse
(@) o=exp[-(f(Xj+1)—f(X;)/T]programin bu adimi igin sabit olan T
degeri ile hesaplanir.
(b) 0 <r < 1 olacak bigimde bir r rasgele sayisi Uretilir.
(c) w >rise hareket kabul edilir, dedilse reddedilir.
3,4 islemleri yeni hareket noktasi icin yinelenir.

Fonksiyonun en kiiglk deg@erini veren x bulunur (x").

T azaltilir.

© N o o

Yeni T igin 2-6 arasi islemler, hareketin baslangi¢c noktasi 6 da bulunan
X" olacak sekilde uygulanir.

9. T programin basinda belirlenen degere indiginde program durur.

Bu algoritmanin Metropolis Algoritmasina gére Ustinligl suradadir: T ‘nin
¢cok blyik degeri icin baslayan hareket uzaydaki birgok noktayi gezer. Bir sonraki
harekette T belli bir miktar azaltildiginda hareket yine uzayin biylk -ama bir dnceki
harekete gére daha kigUk- bir béliminde ve bir dnceki harekette bulunan minimum
noktasindan baslayarak gerceklesir. Eger bu baslangi¢ noktasi global minimum
degdilse program hareketi sirasinda bir dnceki hareketten biraz disik olan T
sayesinde bir ¢cok yerel minimumu asacak ve global minimumu bulacaktir. Belli bir T
den daha dislUk degerdeki T ler igin ise hareket artik uzayin kii¢ik bir kisminda ve
hep global minimum civarinda olacak bdylece program sonlandiginda global

minimumu veren X iyi bir hassasiyet ile belirlenmis olacaktir.
3.4 OPTIMALITE KRITERLERI

Matris notasyonunda E(Y) = X modeli ele alinsin. X, (Nxp) boyutlu tasarim

matrisi, B ise (px1) boyutlu bilinmeyen parametre vektdriini ifade etmektedir.

B=(xXx"Xy



Varyans kovaryans matrisi ise
var(f) = o2 (X’X) !

seklinde ifade edilir. Kestirilmis yanit degeri ,

y=Xpb (3.5)

varyansi,

Var(§) = x, (X'X) ' x},0° (3.6)

ile hesaplanir. Burada X; , X matrisinin bir sirasidir.

A A

Amag¢ Var(B) nin minimizasyonudur. Ancak Var(B) nin minimizasyonu

~

imkansiz oldugundan dolayi, Var(f) nin tim minimizasyonu Uzerinden optimum
tasarimlar bulunmustur. G‘ZVar(B)=(X’X)‘1in anlamli fonksiyonlarini minimize
etmek daha pratiktir. (X’X)_1 in iki anlamli fonksiyonu olup bunlar (X’X)_1 matrisinin
izi ve determinantidir; sirasiyla A ve D optimal tasarimlari verir.

Aj,i=1, ..., kolmak Gzere (X’X)_1 nin 6zdegerleri olsun.

tr(X’X)™! = in (3.7)

i=1

ve

k
‘(x’xr“ =T~ (3.8)
i=1
Kolayca fark edilebilinecegdi tizere optimum tasarimlarin bulunmasi igin A ve

D optimalite kriterleri (X'X)™! nin 6z degerlerinin aritmetik ve geometrik ortalamasina

dayanmaktadir.



Genel anlamda tasarim segiminde optimalite kriterleri su sekilde belirtilmistir.
(John Cornell, 1990; 404)

i. A-—optimalite : (X'X)" matrisinin izinin minimizasyonu
ii. D - optimalite: |X'X| in maksimizasyonu veya det(X'X)™" minimizasyonu
iii. G - optimalite: Maksimum kestirim varyansinin minimizasyonu
Minimize max [d: x' (X'X)'x0?]

iv. V- optimalite: Ortalama kestirim varyansinin minimizasyonu

D- optimalitenin yapilacak deney sayisi ile ilgili sinirlama getirmemesi ve
farkli 6rnek hacimlerine sahip tasarimlarin karsilastirimasina imkan tanimasi

nedeniyle daha kullanigli oldugu sdylenebilir, (Vitali R., 2000; 70)

3.5 YANIT YUZEYi METODOLOJISI

Yanit ylzeyi metodolojisi (RSM), bazi degiskenlerin etkiledidi bir yanitin
modellenmesi ve analiz edilmesi problemini ¢ézmek icin istatistiksel ve
matematiksel tekniklerin bir araya getiriimesinden olusmustur. Amag, ilgilenilen

yanitin optimizasyonudur.

Matematiksel olarak 6lgiilen karakteristik ile bilesen oranlari arasindaki iligki
su sekilde temsil edilebilir;

T]:¢(X1,X2,---,Xk)’ (3.9)

Esitlikte m, k bilesenin oranina dayanan gergek yanittir. Bu esitlik,
bilesenlerin x;,X,,...,Xx oranlarina yanitin (n) bagimhhgini tanimlar. ¢ fonksiyonu,
gercek yanit fonksiyonu olarak adlandirilir ve bu fonksiyonun (x,Xs,...,Xg)de

sUrekli bir fonksiyondur ve karigsim sistemlerin ¢ogu igin standart bir polinomiyel ile
tanimlanabilir (Cornell, 1990; 7).

Yanit ylzeyleri grafiksel olarak go6sterimi genellikle Sekil 3.5 deki gibidir.
Yanit yizeyi egrisini gbrsel olarak ifade etmekte kolaylik saglayan bir teknik, yanit
ylzeyi es yUkselti egrilerini plot etmektedir. Bir es ylUkselti edrisi plotu koordinatlari



faktor seviyelerini temsil eden bir dizlem ya da grafik Uzerinde esit yanit ylzeyi
degerlerinin dogru veya egrilerinin gizilmesidir. Sekil 3.5’in es yUkselti edrisi plotu
Sekil 3.6’de verilmistir.

=

Sekil 3.5 Uc Boyutlu Yanit Yiizeylerinin Grafiksel Gésterimi



i,

Sekil 3.6 Es Yikselti Egrisi Plotu

Genellikle o¢(.) 'nun vyapisi bilinmez. Bu nedenle yanit ylzeyleri

metodolojisinde cevap ile bagimsiz degiskenler seti arasindaki gercek fonksiyonel
iligki icin uygun bir yaklasim bulunur. Genellikle bagimsiz degiskenlerin belirli bir
bdlgesinde diislik dereceli bir polinomiyel yaklagim veya bazi ampirik model esitlik
tarleri uygulanir. Eger ¢(.) 'va yaklasmak icin birinci dereceden polinomiyel

kullanilirsa,

Kk
M= 0(X1, X250 Xic) = Bo + D BiXui (3.10)
i=1

Modelde, yanit degiskeninin
y=m+E¢ (3.11)

oldugu varsayilir. Esitlikte verilen ¢ ise gurilti veya yanittaki hata olarak

adlandirilir. Hatalar arasindaki iliskinin sifir oldugu ve sifir ortalama ve o sabit



varyansla normal dagilis gdsterdigi varsayilir. Diger bir ifadeyle, E(e)=0,
E(82)=(52 ve E(ee')zo varsayllmaktadir Model birinci dereceden yanit yiizeyleri

modeli olarak bilinir ve

k
Yu =Bo + Y Bixu +e (3.12)

i=1

esitligi ile verilir. Modelin beklenen yaniti ise,

k
E(y)=Bo + Y_Bixu (3.13)
i=1

Eger sistemde egdrisel bir yapi mevcut ise daha yiksek dereceden bir polinom,
Ornegin ikinci dereceden bir model kullaniimalidir.

K K kK
Yu =Bo + D Bixui + Y BiXg + . D BiXuiXy +€ (3.14)
izl i=1

i<j

Model parametrelerinin tahminlenmesinde genellikle EKK metodu kullanilir.
Daha sonra uyumu yapilmis ylzeye gore yanit ylzeyi analizi gergeklestirilir. Eger
uyumu yapilmis ylzey gercek yanit fonksiyonuna yeterli bir yaklasim gdsteriyorsa,
uyumu yapilan ylzeyin analizi, gercek sistemin analizine yaklasik olarak es
degerdir.

Yanit YUzeyi Metodolojisi ardisik bir prosediir olup sistemi tanimayi ve
optimum c¢alisma kosullarini belirlemeyi amaglanmaktadir. Bir yanit ylzeyi
tasariminin bazi 6zellikleri Box ve Draper (1975) tarafindan verilmistir. Tasarim;

1. llgilenilen bélgenin tamami ile ilgili olarak yeterli bir bilgi dagiimi

saglamalidir.
2. Uyum yetersizligini ve modelin yeterliliginin incelenmesini saglamahdir.

3. Deneylerin bloklar seklinde uygulanmasina olanak vermelidir.



4. Artan dereceli tasarimlarin ardisik olarak olusturulmasina imkan

vermelidir
5. Hatanin i¢sel bir tahminin elde edilmesine imkan vermelidir.
6. Cok fazla sayida deneme gerektirmemelidir.
7. Bagimsiz degiskenler igin fazla sayida seviye gerektirmemelidir.

8. Model parametrelerinin hesaplanmasinda basitlik saglamalidir.

Ortogonalite ve Dondiiriilebilirlik: Yukarida listelenen 6zelliklere ek olarak
tasarimin ortogonalite ve/veya dondurilebilirlik &zelligine sahip olmasi istenir.
Ortogonal tasarimlarda, uyumu vyapilan modeldeki terimler birbiriyle iliskisiz
oldugundan parametre tahminleri de korelasyonsuz olarak elde edilir. Bu durumda,
deneysel bdlgede herhangi bir x noktasinda tahminlenen yanitin varyansi,
parametre tahmin varyansinin agirlikli toplami olarak aciklanabilir. Ornegin birinci
dereceden model sadece ve sadece X'X matrisi diagonal iken ortogonaldir.

Déndirulebilir tasarimlarda ise; x 'i noktasinin konumuna bagli oldugu bilinen

Y(x) in varyansi, sadece tasarimin merkezinden x noktasina olan uzakhgin

fonksiyonudur. Bu ylzden ddndurilebilir tasarimlarda, kestirim varyansi var[\ﬂ((x)]

tasarim merkezine esit uzaklikta olan tim x noktalari igin aynidir. Sonug olarak girdi
degiskenleri uzayinda, sabit kestirim varyansinin ylizeyi ortak merkezli hiperkureleri
olusturur (daireler ve kireler sirasiyla 2-boyutlu ve 3-boyutlu Euclidean uzaylaridir).

Donddardlebilirlik kavrami ilk olarak Box ve Hunter (1957) tarafindan ifade

edilmis olup o tarihten itibaren énemli tasarim kriteri haline gelmistir.

Tasarimin déndirtlebilme 6zelligi hakkinda daha g¢ok bilgi edinebilmek igin
tasarim momentleri olarak adlandirilan tasarim noktalarinin dagilisinin  belirli

parametreleri incelenmelidir. Matris notasyonunda Y = XB+¢& modeli ele alinsin.

Model d-inci dereden ve k adet girdi degiskenin fonksiyonu ise &-uncu dereceden

(8=0,,...,2d) tasarim momentleri llg’1262...k8k J ile gosterilir ve

[151252 5k] qulxu2 (3.15)



dir. Esitlikte N toplam gbzlem sayisini, §,,9,,...,6, negatif olmayan tam sayilari olup

k

Zéi =& dir. Bu tasarim momentleri moment matrisi olarak adlandirilan N™'X'X
i=1

matrisinin elemanlaridir. x,,x,,...,x, $eklinde kodlanan k adet girdi degiskeni igeren

birinci dereceden model ele alindiginda;

X, - X N (x, %) |
Xy =41 ve sy = {Z%} (3.16)
u=l1

(u=1,2,...,.Nvei=1.2,...k)

Paydadaki sy ifadesi X; ekseni yonlndeki tasarim noktalarinin yayilim élgtistdar.

Moment matrisi ise;

1 1] 21 Bl - K]

Xi i [p2p [3]p - k]
lX'X _ % [22] [23] --- [2K] (3.17)
N X3 [33] -+ [3K]

: simetrik T

Xk | [kk] |

seklinde olup esitlikte;

T I, Y N
[I]:Nuz_;xm [“]:Nuz_;xm [IJ]:NUE_:‘X”iX”j ij =1,2,....k

[i] momenti N gézlem (zerinden toplanan x,; nin ortalamasi olup birinci dereceden

moment olarak adlandirilir. [ii] momenti tim u=1,2,...,N {izerinden xZ2 degerlerinin

ortalamasi olup saf ikinci dereceden moment olarak adlandirilir. Bu moment ayrica
[i¥] seklinde de gosteriimektedir. Moment [ij] ise, i# iken karma ikinci dereceden



moment olarak adlandiriimaktadir. Ayrica (3.16)deki kodlama konvansiyonu ile

N N
qui =0 Zxﬁi =N esitlik (3.17) da i =1,2,....k i¢in [i] =0 ve [ii] = 1 elde edilir. Bu

u=1 u=1

durumda moment matrisi su sekilde basitlestirilebilinir;

1 0 0 0 - 0]

X, 1 [12] [13] --- [IK]
JRVIVER = 1 [23] - [2K] 3.18)
N X, 1 - [3K]

: simetrik K :

Xk L 1]

Uyumu yapilan model ikinci dereceden oldugunda N™'X'X matrisi dérdiincii
dereceye kadar moment icerecektir.

Y =By +BiX; +BiX; + By X7 +BoX5 +BpXX, +€ ki degiskenli modeli ele
alindiginda (3.16)deki kodlama konvansiyonu ile elde edilen moment matrisi su
sekilde olacaktir;

1 0 0 1 1 [12] |
X, 1 [12] [111] [122] [112]
Ly _ X2 1 [112] [222] [122] (3.19)
x? [1111] [1122] [1112]
X3 simetrik [2222] [1222]
X1Xo | [1122] ]

(3.19) de gosterilen moment matrisindeki bazi momentlerin acilimi su sekildedir:

N N
1 3 1 2
[111]_Nuzz;xul [122]—N;Xulxu2

N N
1 4 1 2,2
1111=—Ex 1122=—Ex X
[ ] Nu:1 ul [ ] Nu:1 ultu2



Ayrica bu momentler, sirasiyla [13], [122], [14]ve [1222] seklinde gbsterilebilir.

Doéndirtlebilir tasarimlar igin moment matrisinin 6zel bir formu Ek 3 de
verilmistir. Bu form ve (3.16) deki kodlama yapisi kullanildiginda birinci dereceden
darllebilir tasarim [i] ve [ij] momentleri sifir [ii] momenti 1 dederine sahip olacak
sekilde indirgenir. Bu yUzden birinci dereceden durulebilir tasarimda, x; eksenleri
yoninde Olcilen tasarim noktalarinin  dagiist  (Xq, Xo,..., X, ) =(0,0,...,0)da

merkezlenmistir ve varyansi 1 dir.

3.6 OPTIMUM KOSULLARIN BELIRLENMESI

Uretim hattinda en yiiksek kalite seviyesine ulagma, maliyet minimizasyonu,
0rin maksimizasyonu gibi istenilen yanit degerlerini veren girdi (agiklayici)
degiskenlerinin olusturulmasi optimum kosullarin elde edilmesidir, (Khuri, Cornell,
1987;149).

Optimum kosullarin arastiriimasi proseduirinde ilk adim yanit Gzerinde en
blyuk etkiye sahip girdi degiskenlerinin belirlenmesidir. Genellikle yanit (izerinde
etkili olan degisken sayisi az oldugunda belirlenmesi kolaydir. Onemli degiskenlerin
tespitinden sonra diger adim, degiskenlerin fonksiyonu olarak ilgilenilen yaniti

aciklayacak model varsayiminin olusturulmasidir.

Eger ilgilenilen yanitin davraniglari, k adet faktériin sinirlanmis bir uzayinda
inceleniyor ise, bir deneyin baslangi¢c asamasinda yiizeyin egriselligi ile ilgili mevcut
bir bilgi yoksa ve en iyi yanit degerlerinin yeri bilinmiyorsa en basit model formuna
(genellikle birinci dereceden model) sahip oldugu varsayilir. Birinci dereceden model
deneyin baslangi¢ setinin olusturulmasinda temel olusturmaktadir ve eger gerekli
ise ilave deneme ile farkli model uyumunun yapilmasi énerilmektedir. Model gelisim
slrecine ilave denemenin ekonomik olmadigi belirlenirse siirece son verilir. Model
formlarinin ardigik olarak uyumunun yapilmasi, test edilmesi ve nihai modelin

segimi, optimum kosullarin belirlenmesi siirecinin temelini olusturmaktadir.

Ardisik deneme programi boyunca ampirik modelin gelistiriime stratejileri su
sekildedir; (Khuri, Cornell,1987):



1. Birinci dereceden tasarim noktalarindan toplanan veri seti igin en basit

polinomiyel model olusturulur (y, =B +Zk:[3ixui +¢,). Toplanan
i=1

verilere ekstra nokta ilavesi ile hata varyansini tahminlemek mimkinse

modelin uyum testi yapilir.

2. Birinci dereceden modelin yeterli olduguna dair bilgi, uyumu yapilan
modelin deneysel bdlge icinde yer almasi veya deney alaninin disinda
ancak belirlenen sinirlarin icinde olmasi ile saglanir.

3. Birinci dereceden bir modelin uyum vyetersizligi, yanit ylzeyinde
muhtemelen bir egriselligin mevcut oldugunu ve modelin bu egriselligi
belirleyemedigi, baska bir deyis ile yeterli uyum saglayamadidi anlamina
gelmektedir. Eger birinci dereceden modelin uyum yetersizligi testinde
yUzey sekillerinde kavis bulunursa model ¢apraz ¢arpim terimlerinin veya
saf kuadratik terimlerin eklenmesi ile gelistirilebilir ve yeni modeldeki
terimleri tahminlemek icin ilave tasarim noktalari gerekiyor ise model
gbzden gegcirilerek yeni tasarim noktalari ilave edilir

4. Egrisel ylzey tespit edilirse, ikinci dereceden model yilzeyin seklinin
aciklanmasi agisindan uygun bir yaklasimdir.

5. Son olarak istenilen yanit degerinin bulunup bulunmadigini gérmek igin

ilave denemeler yapilir.
3.6.1 En Hizli Artis Metodu

Sistemin optimum calisma sartlarinin baslangi¢ tahmini, gergek optimumdan
uzak olabilir. Béyle durumlarda arastirmacinin amaci optimumun bulundugu noktaya
dogru arastirmayi ydneltmektir. Arastirmacilar, basit ve ekonomik olarak etkin bir
deney prosedird kullanmak ister. Optimum nokta arastirilirken, x uzayinin kiigik bir
bélgesinde birinci dereceden bir modelin yanit yuzeyi icin yeterli bir yaklagim oldugu

varsayilir.

En hizli artis metodu, en hizli artis yéninl izleyen ardisik bir arastirma
prosediridir. En hizli artis yoni yanittaki maksimum artisin yéniini belirler. Eger

istenilen durum minimizasyon ise metot en hizli azalis metodu olarak ifade edilir.



En hizli artig yénteminde, artan yanit degerleri ylzeyinde artis ydninde
hareket edilerek, ylzeyde egriselligin olustugu bir bélgeye yaklasilabilir, yanittaki
artig yuzeyin belirli bir yéndeki en yuksek noktasinda bitecektir. Eger bu yénde
ylzey bir maksimumdan sonra azalmaya baslyor ise bu bélgede yeni bir arastirma
birinci dereceden bir model kullanilarak gergeklestirilir. Yanit degerlerinin arttidi yeni
bir yén bu deney kullanilarak bulunur eger birinci derece model yetersiz ise tasarim
genisletilerek ikinci dereceden bir model uyumu yapilir. Bu arastirmalar yanittaki

artis duruncaya ya da belli degerden azalincaya kadar devam eder.

En hizli artis yonteminin matematiksel olarak tanitimi su sekildedir,
(Box ve Wilson,1951). lgilenilen alan iginde cevap fonksiyonun tiirevlerinin siirekli
oldugu varsayiimaktadir. Maksimum yaniti elde etmek igin, k boyutlu uzayda 0
noktasindan 0 dan r birim uzaklikta olan P noktasina dogru ilerleme saglanir.
Kolaylik acisindan 0 i orijin olarak alinirsa, orijindeki yanit ¢(0) ve P deki yanit ¢(P)
= @(X4, X, ..., Xk) Olacaktir. OP nin r 'ye esit oldugundan;

k
Y x2 =1 (3.20)
t=1

Kosul (3.20) 'ye bagli olarak maksimum igin, @(P) - @(0) 'a gereksinim vardir.
Lagrange Metodu uygulanarak fonksiyon su sekilde ifade edilir;

W= P) - 9(0) - uY X} @3.21)

;)_\{1 lerin tUmU sifir iken maksimum gerceklesir.
Xt

uX; = ¢¢(P) t=1,2,....k (3.22)
¢, (P) notasyonu; fonksiyonun x; ye gére turevlendigini ifade eder.

(3.20) ve (3.22) den;
S NG (3.29



elde edilir ve bu esitlik P igin, maksimumun elde edildigi O dan r uzakliktaki noktayi
gbsterir. P 'nin koordinatlari P 'nin birinci tlrevleri icin orantili olmalidir. (hepsinin
sifir olmadigi varsaylimaktadir). Bu ifade, maksimum kazang¢ noktasinin yarigapi r
ve 0 merkezi es yukselti yizeyine teget olan hiperkiredeki noktalardan biri oldugunu
sOylemeye esdegerdir. P deki tlrevler genellikle bilinmez. Ancak ¢ 'nin Taylor

serisinin (terim dereceleri d 'den bilyilk olanlar ihmal edilir) yardimi ile orijini temsil
ettigi varsayilarak P 'deki tlrevleri agagidaki esitlik ile 0 agisindan agiklanabilir;

d-1
0t(P) = DtZ{(Dlxl +DyXy +...+ Dy x ) /8} [9(0) (3.24)
§=0

Dy, x; 've gore farki ifade etmektedir. Kdseli parantez icindeki ifade ise
genigletiimis olup ¢ Uzerinden iglem yapilmasi saglanmigtir.

0 'daki tOrevler agisindan 0 dan r uzaklkta elde edilen maksimum P
noktasinin koordinatlarini agikga belirten formul, esitlik (3.24) in (3.22) de yerine
yazilarak p 'niin ¢ekilmesi ile elde edilir. Bu islemden sonra esitlik (3.22) in ¢6zim
maksimumu verir. ilgilenilen alanda iki ve daha yilksek dereceden terimlerin

6nemsiz oldugu varsayilirsa k tane esitlie sahip olunur.
uXt = 94(0) t=12,...k (3.25)

Bu esitlikler "en hizli artis" ya da 0 'daki en buyik edim esitlikleri olarak ifade
edilir. 0 'daki, birinci dereceden kismi tirevler igin faktér oranlarinin degistiriimesi ile
lokal olarak paralel ve esit uzaklikta oldugu varsayilan es yikselti egrilerinde sag agi
yénlinde hareket edilir. Bu ylizden 0'daki birinci tirevler belirlenerek P 'deki daha iyi
yanit degerine gegmek igin kullanilir. Sekil 3.7 de x; ve x, faktérleri igin "bir kerede
bir faktdr" yaklagimi ile OPQR yolu ve O'P” yolu boyunca "en hizl artis yaklasimi”
gOsterilmistir.



(Kaynak: Box ve Wilson,1951)

Sekil 3.7: X; Ve X, Faktorleri igin Es Yiikselti Egrisi ve En Hizli Artis Yoén(i

Deneysel hatalarin biylk olmasi nedeni ile daha fazla deney noktasi
kullanilarak daha genis bir alani kapsayan denemeler daha ekonomik bir davranis
gbsteriyorlar ise ikinci dereceden tahmin kullanilabilir. P 'nin geometrik yeri, k tane
dogrusal esitlik ¢ézllerek elde edilebilir. k tane dogrusal esitligin ¢ézllmesi ile P nin
meydana getirdigi ylzey elde edilir;

Xt =@ + X9t + Xo@ot + ... + X Pyt (3.26)

1 'niin degerlerinin uygun seti igin trevlerin degerleri 0 noktasinda alinir.



3.6.2 Yaklagik Sabit Bir Alana Gecis icin En Hizh Artig Prosediiriiniin
Uygulanmasi

Eger deneysel hata kiiclk ise arastirmaci deneyi faktér uzayinin kiicik bir alt
alanini sinirlayarak diferansiyel katsayilarini belirleyebilmektedir. Bdyle durumlarda
en azindan baslangigta birinci dereceden daha biydk tirevier ihmal edilebilir.
Bundan sonra yapilacak islem ise En Hizli Artis formQl0 (3.25) ile ardisik
uygulamalara gegmek olacaktir.

Bu hizh ilerlemelerdeki sonuclar; deneylerin ardisik setlerinde ortalama
yanitta artma ve birinci dereceden tUrevlerin buyUkligindeki azalma ile gdsterilir.
Birinci dereceden etkilerdeki azalma ¢ok fazla oldugunda daha yiksek dereceden
etkilerle karsilastirlamaz ve daha uzaga ilerlemek mimkiin olmaz. Bu asamada
arastirmaci yaklasik sabit bir alana gelmis olur.

3.7 iKINCi DERECEDEN MODELLER VE ANALIZi

Gergek yanit yiizeyi ile ilgili yeterli bilginin mevcut olmamasi durumunda,
arastirmacilar genellikle yanit degerlerine ilk olarak birinci dereceden bir modelin
uyumunu gergeklestirirler. Bununla birlikte ylzeyin egriselliginin mevcut olmasi
durumunda birinci dereceden modelde uyum yetersizliginin ortaya ¢ikmasi daha
yUksek dereceden bir modelin kullaniimasi zorunlulugunu ortaya ¢ikarir. Bu nedenle
ilk olarak dikkate alinacak model ikinci dereceden bir modeldir. Bu model Esitlik
(3.14)’de tanimlanmistir. Amag kestirilmis yaniti optimize eden xi,...,xx seviyelerinin
bulunmasidir. Eger mevcut ise bu nokta

o _ oy _ 9

oX;  9Xq OXg

kismi tdrevleri ile elde edilir. Bu nokta ; X;g,X; g, Xk sduUragan nokta olarak

adlandirilir. Duragan nokta (i) bir maksimum yanit noktasini, (ii) bir minimum yanit
noktasini, (iii) bir eger noktasini, temsil edilebilir. Bu ¢ olasi durum Sekil 3.8'de
gOsterilmektedir.
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(Kaynak: Montgomery,1996;586)
Sekil 3.8 Duragan Nokta Ornekleri
(a) Maksimum nokta

(b) Minimum nokta

(c) Eger noktasi

Sabit noktanin yeri igin genel matematiksel ¢dézim elde edilebilir. Uyumu
yapilmis ikinci dereceden model matris notasyonunda
¥ =PBo +xb+xBx (3.27)

seklinde tanimlanmis olsun. Bu esitlikte;



x| _[3 ] n n .

xlz Bl B Bin/2 ... Bn/2
) 1 X

x| _B.k_ simetrik Bre

olarak verilmistir. Birinci dereceden terimlerin tahminlenmis parametre vektéri b,

kx1 boyutlu, ikinci dereceden terimlerin tahminlerinin parametre matrisi B ise kxk
boyutlu simetrik matris olup késegen elemanlari saf bilesenler (fiii), kdésegen
disinda kalan bilesenler ise ikili karigim etkileri([gij) dir. Agiklayici degiskenleri ifade
eden x vektdriine gbre y’nin tirevi, alinip sifira esitlenerek,

9y

— =b +2Bx =0
0 X "

duragan noktanin koordinatlarini veren kx1 boyutlu xgvektoru,

-1
Xg =—sz (3.28)

elde edilir. Bir esitliktekixgvektérinin elemanlari duragan noktada yanit ylzeyinin
dogasi ile ilgili herhangi bir bilgi vermez. Esitlik (3.28) yi Esitlik (3.27) de yerine
yazarsak sabit noktadaki y elde edilir.

~ A 1,
§ =By +xsb (329

3.7.1 Yanit Yiizeylerinin Karakterize Edilmesi

Yanit ylizeyleri sabit noktanin yaninda karakterize edildigi icin éncelikli olarak
sabit nokta elde edilir. Karakterize etmekten kasit elde edilen sabit noktanin

maksimum veya minimum veya eyer noktasi olup olmadigini belirlemektir.



X1, Xo, ..., Xk deg@iskenleri icin yanitin nispi duyarliigi ile ¢calsiimak istenir.
Bunu yapmanin en koyla yolu, uyumu yapilan modelin es yikselti plotunu
incelemektir. ki veya (ic slre¢ degiskeni mevcutken egylkselti plotlarinin
olusturulmasi ve yorumlanmasi olduk¢a kolaydir. Buna ragmen daha az degiskenin
bulundugu durumlar icin bile daha formal analizlerin, Kanonik Analiz, kullaniimasi

Onerilmistir.

ik asamada modelin xg sabit noktasindaki orijin ile yeni koordinat sitemine

transformasyonu yapilir ve daha sonra bu sistemin eksenlerini uyumu yapilan yanit
ylzeylerinin ana eksenlerine paralel olana kadar déndirilir. Bu transformasyonlar
Sekil 3.9 de goésterilmistir. Uyumu yapilan modeldeki bu sonuglar asagidaki esitlik ile
gOsterilebilir;

Vy=Ys¢ +x1r12 +7»2r22 +...+7»krk2 (3.30)

Bu esitlikte r;ler dénustirdlmis bagimsiz degiskenler olup Bélim 2.8.3 de anlatilan
“Bilesen Oranlarinin Birbirlerine Oranlanmasi” ile elde edilmektedir, A; ler ise
sabittir. Esitlik (3.30) modelin kanonik formu olarak adlandirilir. Ayrica {A;} ler B

matrisinin 6z degerleri veya karakteristik kokleridir.



,'("1_5 X1

(Kaynak: Montgomery,1996,588)

Sekil 3.9 ikinci Dereceden Modelin Kanonik Formu

Yanit yuzeylerinin yapisi, sabit noktani A; lerin isaret ve blyUkliginden

belirlenir. Sabit noktanin uyumu yapilimis ikinci dereceden model igin incelenen alan
icinde oldugunu varsayilarak;

(i) Aj lerin tim0 pozitif ise xg minimum yanit noktasi
(i) A; lerin timu negatif ise xg maksimum yanit noktasi

(iiiy A; ler farkl isaretlere sahip ise (bazilari negatif, bazilar pozitif)

Xg Uyumu yapilan yizeyin bir eger noktasidir.

Bireysel A; degerlerinin  blyuklikleri, xg’den w; ekseni yoninde
uzaklasildiginda ylizeyde olusacak degisikligin agirhgini belirtmektedir. Ornegin
|x2 | > (1| ise we yoniinde hareket edildiginde yanit ylizeyindeki degisiklik wy'e gére

daha fazla olacaktir.



Yanit ylzeyini kanonik formda ifade etme isleminin son asamasi w;
degerlerinin x;degerlerinin fonksiyonu seklinde ifade etmektir.

Genel anlamda x degiskeni ile kanonik degisken w arasindaki iliski;
w=M'(x-Xg)

seklinde ifade edilir. M (kxk) boyutlu ortogonal matristir.

O0zdegerlerine karsilik gelen 6zvektdrler olup. Daha sonra m; 'deki elemanlarin
kareler toplamlari bir olacak sekilde,

mm; =1

normalize edilirler. Baska bir deyisle m; elemanlari

(B-Ail)m; =0 (3.31)

esitligi ¢cdzilerek elde edilir.



Bélim 4

5 DEGISKEN iCIN ORTOGONAL BLOK TASARIM YAPISININ OLUSTURULMASI

4.1. 2 ORTOGONAL BLOKLU 5 DEGISKEN ICiN OPTIMUM KARISIM
DENEYININ OLUSTURULMASI

Bu bdélimde, blok degiskeni iceren uyumu yapiimis kuadratik model igin bes
degiskenli iki ortogonal bloklu tasarim yapisi ele alinarak degiskenlerin optimum
degerleri elde edilmesine yer verilecektir. Galisma Draper (1994) tarafindan verilen
4 degiskenli 2 bloklu tasarim sinifindan yola ¢ikilarak 5 degisken icin genisletilmistir.
Gergeklestirilen bu uygulamada iki ana amag s6z konusudur:

i. 5 degiskenli durum igin en iyi tasarim sinifini bulmak
i. Uriiniin gdzlenen kalite karakteristiginin optimizasyonunu veren karisim

bilesenlerinin optimum performans oranlarinin bulunmasidir.

Galismada analitik ve nimerik metotlarin her ikisi de kullaniimis olup Maple,
Matlab ve Statistica programlarindan yararlaniimistir.

Bes bilesenli karisim deneylerinin yapisinin Ayrik Ortogonal Latin Karelerin
(MOLS) setine dayandigi daha oénce ifade edilmisti. P. Prescott (1993) tarafindan
Onerilen olasi tasarim yapilari baz alinarak iki blogun her birinde 11 deneme olan 22
denemeli tasarim sinifi Tablo 2.5 de verilen kareler kullanilarak elde edilmistir. El
de edilen blok yapisi Tablo 4.1 de gdsterilmistir. Blok 1, Kare 1 ve Kare 2 den, Blok
2 ise Kare 3 ve Kare 4 den olugmaktadir.



Tablo 4.1: 10+n Hacimli 2 Ortogonal Bloklu Tasarim Yapisinin

Olusturulmasi
BLOK 1 BLOK2

KARISIM KARISIM
1 a b d e c 1 a e c b d
2 b c e a d 2 b a d c e
3 c d a b e 3 c b e d a
4 d e b c a 4 d C a e b
5 e a C d b 5 e d b a c
6 a d e c b 6 a c b d e
7 b e a d c 7 b d C e a
8 c a b e d 8 c e d a b
9 d b C a e 9 d a e b c
10 e c d b a 10 e b a c d
11 0.20 0.20 0.20 0.20 0.20 11 0.20 0.20 0.20 0.20 0.20

Her bir bloktaki a, b, ¢, d ve e parametreleri

a+tb+c+d+e=1

0<ab,c,de<l

kisitlarini saglamaktadir.

Blok 1 de yer alan Kare 1 ile Blok 2 de yer alan Kare 3 igin XXz, X1X3, X1Xa,
X1Xs, XoX3, XoX4, XoX5, X3X4 V€ X4X5, Capraz g¢arpim toplamlari, A, B, A, B, B, B, A, A,
A, B seklinde oldugundan bu kareler estir ve benzer capraz carpim yapilarina
sahiptir. ( A = (ab + ae + bc + cd + de) ve B = (ac + ad + bd + be + ce) olarak
alinmistir). Dolayisiyla John 1984 tarafindan belirtilen (2.58) ortogonal bloklama
kosullari saglanmaktadir. Benzer sekilde Kare 2 ve Kare 4 de gapraz garpim yapilari
B, A, B, A, A, A B, B, B, A seklinde oldugundan estir. Karelerin esligi EK 4 de
gOsterilmistir.

Farkli karisim sayilarinda ve kisit sayisinda indirgemeye gitmek igin c = e =
0 secimi literatlr taramalari (Cornell 1990, Draper 1993, Prescott 1993) baz
alinarak yapilmis ve yapi Tablo 4.2 de gdsterilmistir. Amac (3.8) de belirtilen D

kriterini minimize edecek tasarim setinin bulunmasidir. Daha éncede ifade edildigi



zere (X'X)" matrisinin determinantinin minimizasyonu, (X’X)in determinantinin

maksimizasyonu olarak ele alinabilineceginden dolayr amag¢ fonksiyonu

maksimizasyon olarak belirlenmisgtir.

Tablo 4.2: 2 Ortogonal Bloklu 5 Degiskenli Karisim Deneyi Sinifi

BLOK 1 BLOK2

KARISIM KARISIM
1 a b d 0 0 1 a 0 0 b d
2 b 0 0 a d 2 b a d 0 0
3 0 d a b 0 3 0 b 0 d a
4 d 0 b 0 a 4 d 0 a 0 b
5 0 a 0 d b 5 0 d b a 0
6 a d 0 0 b 6 a 0 b d 0
7 b 0 a d 0 7 b d 0 0 a
8 0 a b 0 d 8 0 0 d a b
9 d b 0 a 0 9 d a 0 b 0
10 0 0 d b a 10 0 b a 0 d
11 0.20 0.20 0.20 0.20 0.20 11 0.20 0.20 0.20 0.20 0.20

Xu1sXu2,Xu3,Xus Ve Xys u-uncu denemedeki karigim bilesen oranlari, u =1,
..., 22 olsun. z, da blok degiskeni olarak ifade edilmekte olup, u =1, ...., 22

- 0 u-uncudeneme birinciblokta ise
u 1 u-uncudeneme ikinci blokta ise

Y(Xy1:Xu2sXu3>XuasXys) =Yy U-uncu deneme icin gbzlem olsun. Bu
caligmada y, larin sabit varyansli koreldsyonsuz rassal degisken olduklari ve
ortalamalarinin;

5 5
E(y) =D Bixui+ Y > BijXuiXy +1(22, 1) (4.1)
i=1 i<]
oldugu varsayiimaktadir. B, v, o2 bilinmeyen sabitlerdir. Matris notasyonun da;
_ §
E(y)=(X 2) v

var(y) = 62l



seklinde yazilir. Bu ifade de Z ve y (18x1) boyutlu vektér, (X Z) ranki 16 olan

tasanm matrisi ve B=(By,B2.B3:B4,B12:B13:B14.B15:B23,824.B35,B34.B35.B45)"

dir. (4.1) deki E(y,) ifadesi ikinci dereceden kanonik form, y blok parametresidir.

41.1 Tablo 4.2 de verilen karisim deneyi sinifinin ortogonal tasarim
oldugunun gosterimi;

Esitlik (4.2) ye bagh olarak Tablo 4.2 den elde edilen tasarim matrisi su sekildedir;

a b d 0 0 ab ad 0 0 bd 0 0 0 0 O -1
b 0 0 ad 0 0O ab bd 0 0 0 0 0 ad 1
0 dabo0 0 0 0 0 ad bd 0 ab 0 0 -1
d 0O b 0a 0 bd 0 ad 0 0 0 0 a ©0 1
0 a 0db 0 0 0 0 0 ad ab 0 0 bd 1
a d 0 0 b ad 0 0 ab 0 0 bd 0 0 O -1
b 0 a d 0 0 ab bd 0 0 0 0 ad 0 O 1
0O ab 0d 0 0 0 O ab 0 ad 0 bd 0 .
d b 0O0a 0 bd 0 ad 0 0 ab 0 0 0 O -1
0 0db a 0 0 0 0 0 O O bd ad ab 1
11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
x-|5 5 5 55 25 25 25 25 25 25 25 25 25 25| _|"'| g

a 0 0bd 0 0 ab ad 0 0 0 0 0 bd 1
b a d 00 ab bd 0 0 ad 0 0 0 0 O 1
0O b 0O0da 0 0 0 0 O bd ab 0 0 ad 1
d 0a 0b 0 ad 0 bd 0 0 0 0 a ©0 1
0 db aoO 0 0 O O bd ad 0 ab 0 0 1
a 0 bdoO 0 ab ad 0 0 0 0 bd 0 ©O0 1
b d 0O 0a bd 0 0 ab 0 0O ad 0 0 O 1
0 0Odab 0 0 O O ab 0O 0 ad bd ab 1
d a 0 b 0 ad 0 bd 0 0 ab 0 0 0 O 1
0O baod 0 0 0 0 0 O bd 0 ad O0 1
t11r+11 41 1 1 1 1 1 1 1 1 1
5 5 5 5 5 25 25 25 25 25 25 25 25 25 25 )55415 22x1

Bve? EKK tahmincileri olmak tizere normal denklemler;



X B
_(Xx XZ)\(p 4.4)
ZX Z2Z)\% '

_(Xy
-2

(4.3) deki X matrisinin her bir sttunundan gérulebilecegi Uzere ilk onbir

-2>

satirdaki a, b, d, 0, ab, bd ve ad son onbir satirdakilerle ayni frekansa sahiptir; bu
ylzden
X'Z =05

ayrica Z'Z = 22 dir. Sonug olarak en kuguk kareler tahminleyicileri;

olup

Her i ve j icin cov(B;,§)=0 ve cov(B,9)=0 oldugundan Tablo 4.2 de verilen

tasarim ortogonal blok tasarimdir.

2
Tablo 4.2 de verilen tasarimin ortogonal olmasi ve var(y) nin 2—2 olup a, b

ve d 'ye bagh olmamasindan dolayr D-optimum tasarimi elde etmek icin sadece

var(ﬁ) = csz(X’X)_l ile calismak yeterli olacaktir. (4.3) e bagh olarak (X'X) matrisi;



seklinde olup (4.5) matrisinde yer alan kodlamalar su sekildedir.

x=4a2+4b2+4d2+i
25
2

y=2ab+2bd+2ad+g

k=a2b+a2d+b2d+d2a+d2b+%

t = 2abd+ >
125
h = 2abd? + -2
625
s=2a2b? +2a2d? + 2b2d? + =
625

p= azbd+b2ad+i
625

Xy Vyyy K k k k t t t t t t
y Xy yy Kk t t t k k k t t t
y v xy vy t k t t k t t k k t
y vy x vy t t k t t k t k t k
y vy yy x t t t k t t k t k k
2 2 2
k k ttt s h h
P P P P 625 625 625
2 2 2
k t k t t S h h — — —
P P 5 625 635 P Z 625
k t t Kkt h s — — h —
P P 635 Z 625 5 625 P
k tt t k h s — — — h
P P 625 625 P 625
2 2 2
t k k t t h — — h —
P 5 625 635 P P Z 625
t k t k t — — h s — h
P 635 Z 625 P Z 625
t k tt k h — — —— h
625 625 P P P 625 P
2 2 2
t t k k t — h — — S h
635 625 P Z 625 P
t t k t k — — —— h h ]
6%5 Z 625 P Z 625 P
t t t k k — — h — h s
625 625 625 P P P




A
seklinde olup [C’ gJ yapisina uymaktadir. Buna gbre
p=[? ©)-ia
C B

4.1.2 (X'X) Matrisinin Determinantinin elde edilisi:

*

B-C*A~! *C‘ yardimi ile determinant hesaplanabilir. (Liu, 1999)

(4.5) de ifade edilen matris yapisinda;

Xy yyy

y X y yy
A=ly y x y Yy

y yy xy

y Yy yy x

k k k k t t t t t t

k t t t k k k t t t
C=[t k t t k t t k k t

t t k t tktktk

t t t kttktkKk



625 625 625
625 625 625
625 625 625
625 625 625
p h = 2 s h p b =
B= 625 625 625
625 625 625
625 625 625
625 625 625
i P i p i h h S p
625 625 625
625 625 625
seklindedir.

*

B-C*A™'*C 6zelliginden yararlanilarak

(X'X) matrisi ve P = A C =|A
C B

determinantin elde edilisi EK 5 de gbésterilmis olup Maple programi yardimiyla
determinant degeri;

|(X'X)| = 640(~2a - 2b + 5ab — 2d + 5ad + 5db)*
(-ad-db +ab)?(a—b)®(@a*d* +a*b*
+2a*b2d? —a*bd® —a*b3d
+a%p3d? —2a3d® —a’b*d +2a3bd* - 2a%p2d? (4.6)
+ab’d* +d%? —2a%b3d3 —d’a’b
+2a%0*d? —d’ab? —b*ad® +2b3ad* +b*d*

+d%?% —2b3d%)*



olarak elde edilmistir.

41.3 (X'X) in Determinantini Maksimum Yapan Bilesen Degerlerin
incelenmesi;

Amag fonksiyonu elde edilen determinant degeri olup

a+b+d=1
0<ab,de<1

OSa*b*dsi
27

kisitlar altinda fonksiyonunun duragan noktalarin tespiti icin ilk asamada Yanit
Yizeyleri Metodolojisi (RSM) baz alinarak Maple yardimiyla 3D grafik ¢izimi

istenmistir.

Verilen kisitlamalardan yararlanilarak b = 1- (a + d) determinant degerinde
yerine yazilarak a = 0 ...(1-d) 'yve d = 0...1 olmak (izere amag fonksiyonu igin
maksimum noktalarin elde edilisinin grafiksel gésterimi Sekil 4.1 deki gibidir. Sekil
4.1’in es ylkselti egrisi plotu ise Sekil 4.2’de verilmistir. Sekil 4.1 incelendiginde 6
tane maksimum noktanin mevcut oldugu ve ikili degerlendirmelerde bu maksimum
noktalara ulagsmak icin bir degiskenin daha sifir kabul edilmesi gerektigi
gb6rulmektedir. Bu bilgiden yola ¢ikarak tiim olasi degiskenlerin sifir oldugu durumlar

incelenerek determinant icin maksimum noktalar arastiriimistir.



Sekil 4.1: (X'X) determinantini maksimum yapan degerlerin 3D Grafik ile
Tespiti

0.2

Sekil 4.2: Es yikselti Egrisi



Calismada, Maple sisteminin tim komut ve yordam kltliphanesini ya da
s6zdizim (syntax) kurallari kullanilarak nimerik analiz yapilmasi yerine sisteminin
matematiksel analizde kargilastigimiz bir optimizasyon probleminin ¢ézimunde
nasil kullanilabilecegi sergilenmis ve genel olarak optimum tasarim noktalarinin elde
edilisinde matematiksel teknikler izlenmistir.

Bolim 3 de ifade edildidi Gzere maksimum noktanin elde edilmesinde ilk sira
kosulu birinci tirevleri sifir yapan noktalarin arastiriimasi idi. Sekil 4.1 baz alinarak
bir degiskenin daha sifir kabul edilmesi gerektigi ifade edilmisti. Buna gére

i. a=0 olarak alindiginda elde edilen yeni determinant degerinde (f_a)
b = 1-d yazilarak birinci trevini sifir yapan d kokleri (Sekil 4.3 (a))
ii. b=0 olarak alindijinda elde edilen yeni determinant degerinde(f_b)
a = 1-d yazilarak birinci tirevini sifir yapan d kokleri (Sekil 4.3 (b))
iii. d=0 olarak alindiginda elde edilen yeni determinant degerinde (f_d)
b = 1-a yazilarak birinci trevini sifir yapan a kokleri (Sekil 4.3 (c))
arasgtinimisgtir. Elde edilen kék degerleri beklenildigi Gzere her t¢ durum iginde ayni
olup
Kok 1: 0. 276
Kok 2: 0. 724

olarak elde edilmistir.
2.59-13-:

2e-13§

1.59-135

1e-13-:

Fe-141

(a)



2513
29-135
1_59-13-5
19-13-:

Se-141

2513
29-135
1_59-13-5
19-13-:

5e-141

(©
Sekil 4.3: (a) f_a da b = 1-d yazilmasi ile elde edilen ifadenin d ye gbre grafiksel
gosterimi (d=0..1)
(b) f b de a = 1-d yazilmasi ile elde edilen ifadenin d ye gére grafiksel
gosterimi (d=0..1)
(c) f . d de b = 1-a yazilmasi ile elde edilen ifadenin a ya gbre grafiksel
gosterimi (a=0..1)



ikinci sira kosul olarak elde edilen duragan noktalarin ikinci tiirevi sifirdan

kiclk yapmasi beklenmektedir. Buna gére;

i. d yerine sirasiyla Kok 1 ve Kék 2 degerlerinin yazilarak f_a nin

ikinci tlrev degeri

ii. d yerine sirasiyla Kék 1 ve Kok 2 degerlerinin yazilarak f_b nin

ikinci tirev degeri

ikinci tirev degeri

arastinimis olup her durum igin elde edilen ikinci tlrev testi sonuglari -0.1127 dir.

a yerine sirasiyla Kok 1 ve Koék 2 degerlerinin yazilarak f_d nin

Sonug olarak elde edilen Kék 1 ve Kék 2 degerleri (X'X) matrisinin

determinantini maksimum yapan degerlerdir.

b degiskeninin degerinin sifir kabul edilerek a= 0.276 d= 0.724 (veya

a=0.724 d= 0.276) alindiginda elde edilecek olan tasarim Tablo 4.3 de g&sterilmistir.

Tablo 4.3. a= 0.276 d= 0.724 iken Ortogonal Bloklu 5 Degiskenli Karisim Deneyi

BLOK 1 BLOK2
KARISIM KARISIM
1 0.276 0 0.724 0 0 1 0.276 0 0 0 0.724
2 0 0 0 0.276 0.724 2 0 0.276 0.724 0 0
3 0 0.724 0.276 0 0 3 0 0 0 0.724 0.276
4 0.724 0 0 0 0.276 4 0.724 0 0.276 0 0
5 0 0.276 0 0.724 0 5 0 0.724 0 0.276 0
6 0.276 0.724 0 0 0 6 0.276 0 0 0.724 0
7 0 0 0.276 0.724 0 7 0 0.724 0 0 0.276
8 0 0.276 0 0 0.724 8 0 0 0.724 0.276 0
9 0.724 0 0 0.276 0 9 0.724 0.276 0 0 0
10 0 0 0.724 0 0.276 10 0 0 0.276 0 0.724
11 020 020 020 020 0.20 11 020 020 020 020 0.20

Uygulamada ikinci adim olarak en ylksek yanit degerini veren karigsim

oranlarinin optimum kombinasyonunu bulmak amaciyla deneysel yapinin nasil

olusturulabilinecegi gdsterilecektir.



4.2 OPTIMUM KOSULLARIN SIMULATED ANNEALING (BENZETILMIS
TAVLAMA) ALGORITMASI BELIRLENMESI

Ortogonal bloklu 5 degisken icin Tablo 4.3 den baz alinan tasarim yapisi ve
deneyden elde edilen gbézlemler Tablo 4.4 de gdsterilmistir. Kimyasal Grlnler Greten
bir fabrikanin Gretmis oldugu Grinlerden bir tanesi 5 farkli hammaddenin belirli
oranlarda karisimindan olusmaktadir ve bu oranlar, x;, x,, x3, x; ve xs ile ifade
edilmigtir. Deneyde yer alan gdzlenen yanit degerleri, kirllmaya kargi drlne ait
direng gostergesinin spesifik degerleri olup belirli bir sabit kadar 6telenmistirdir.

Tablo 4.4. Ortogonal Bloklu 5 Degiskenli Karigim Deney Igin Tasarim Yapisi Ve
Elde Edilen Gézlemler

X4 Xo X3 X4 Xs y X4 X2 X3 X4 Xs y
0.276 0 0.724 0 0 403 | 0.276 0 0 0 0.724 | 417
0 0 0 0.276 | 0.724 | 442 0 0.276 | 0.724 0 0 407

0 0.724 | 0.276 0 0 425 0 0 0 0.724 | 0.276 | 379
0.724 0 0 0 0.276 | 433 | 0.724 0 0.276 0 0 406
0 0.276 0 0.724 0 445 0 0.724 0 0.276 0 388
0.276 | 0.724 0 0 0 435 | 0.276 0 0 0.724 0 435
0 0 0.276 | 0.724 0 385 0 0.724 0 0 0.276 | 439

0 0.276 0 0 0.724 | 425 0 0 0.724 | 0.276 0 381
0.724 0 0 0.276 0 433 | 0.724 | 0.276 0 0 0 412
0 0 0.724 0 0.276 | 398 0 0 0.276 0 0.724 | 422
0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 | 423 | 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 | 413

Tablo 4.4 de ifade edilen deney bulgulari kullanilarak Statistica programi
yardimiyla uyumu yapilan model;

Y = Y(Xq,X2,X3,X4,X5) =410.33X1 + 412.11X5 + 391.12X3 + 413x4
+438.45x5 +61.5X1Xo +18.9x4x3 +111.8%4x4
(4.7)
+ 3.1X4X5 + 72XoX3 +19.7XoX 4 + 33.6XoX5

- 95.4X3X4 — 24X3X5 — 76.2X4X5



olarak bulunmustur.

5
Z Xj=1 dogal kisitindan faydalanilarak yazilan
i=1

X5 =1—(Xq+Xo + X3 +Xy4), Esitlk (4.7) de verilen model de yerine konduktan

sonra elde edilen kuadratik fonksiyon 4 boyutlu optimizasyon problemi haline
gelecektir.

X5 =1-(Xq+ X2 + X3 +X4) Kisitinin yerine yazilmasi ile elde edilen yeni

fonksiyon ise su sekildedir;

Y = Y(Xq,X0,X3,X4) = 438.45 — 25.02x1 + 7.26X5 — 71.33x3 —101.65%4
+ 438.45x5 + 24.8X1Xo + 39.8X1X3 + 184.9%X1X4

(4.8)
+62.4X5X3 +62.3X5X4 + 4.8X3X4 - 3.1 x12

—33.6X3 +24x5 +76.2x5

Bolim 3 de ifade edilen Simulated Annealing Algoritmasi problemin ¢dzimii
icin su sekilde olusturulur. Esitlik (4.8) de ifade edilen model -y olarak alinmis ve

algoritma minimizasyon i¢in olusturulmustur.

1. Ticin baslangi¢ degeri segilir.

2. 4 boyutlu uzayda x(o),x(o),x(o),x(o) baslangic noktasi segilir; (4.8) den
1 %2 73 174

f(xgo),xgo),xgo),xgo)) hesaplanir.

3.
xgi”) = xg') +Axg')
x5 =x{) + axf)
X = Q)+ ax)
xﬂ”) = xﬂ) +Axﬂ)

hesaplanir.



4. f(xgi+1)!xg+1)!x(i+1),

(0 )< gl ) x ) x()) ise hareket kabul edili,

degilse

(@) w=exp l(f (xgi”), xg+1), xg”), xg”))—f (xsi), xg), xg), xﬂ)))/T] programin bu
adimi i¢in sabit olan T degeri ile hesaplanir.

(b) 0 <r< 1 olacak bicimde bir r rasgele sayisi Uretilir

(c) w > rise hareket kabul edilir, degilse reddedilir.

3, 4 iglemleri yeni hareket noktasi igin yinelenir.

Fonksiyonun en kigik degerini veren x4, X2, X3, X4 bulunur (xj, x5, X3, X% ).

T azaltilr.

©® N o o

Yeni T icin 2-6 arasi iglemler, hareketin baslangic noktasi 6 da bulunan
(X}, x5, X3, X3 ). olacak sekilde uygulanir.

9. T programin basinda belirlenen degere indiginde program durur.

Program boyunca hareketlerin verdigi minimum degerler asagidaki Tablo 4.5 den ve
Sekil 4.4 den gérilebilir:



Tablo 4.5 Simulated Annealing algoritmasi ile ¢alisan program boyunca farkli T degerleri icin bulunan minimum degerler ve bu

degerleri veren noktalar

T X1 X2 X3 X4 y
.9838000000 .2016070000 4476860000 | .2935030000 .04100400000 -422.4102550
9999999999 .1282080638 3955021544 | 2704624280 09739959605 -423.8160899
3162277660 .06885134724 3308567708 | .2020469851 .02393992515 -425.6731273
09999999999 .07493728919 2957232188 | .1052927611 .003238357889 -431.5609019
.03162277660 .01431050716 .2909017264 | .0009859679508 | .002086686821 -437.4906936
.009999999999 .001936859413 .2793907683 | .001735841011 .000155581471 -437.8562257
.003162277660 .0008118299523 | .2780927442 | .000146127516 .0000177163500 | -437.8562257
.0009999999999 .001198753677 2747665261 | 000080825963 00007368270000 | -437.8757017
.0003162277660 .0009194100200 | .2715691671 | .0000650065228 | .0000495645630 | -437.9190607
.00009999999999 | .0001856811207 | .2696290300 | .0000992395080 | .21050920 10° -437.9558021
.00003162277660 | .0000243927484 | .2672350078 | .0000564527954 | 0001903308028 | -437.9708887
19999999999 10° | .0000924930842 | .2647221791 | .0000134849077 | .0000360043532 | -438.0117565
3162277660 10° | 0000294671838 | .2642612020 | .0001030111586 | .29914638 10° -438.0156667
9999999999 10° | .0000603089666 | .2621329660 | .0000327541854 | .0000261442613 | -438.0391576
3162277660 10° | .0000446612567 | .2616757473 | 0000283905852 | .67875939 10° -438.0460646
19999999999 107 | .989253050 10° | .2612765372 | .0000647050444 | .0000158798578 | -438.0480498

.3162277660 107 | .0001813553667 | .2609780892 | .73928586 107 35820217 10° -438.0521431
19999999999 10® | .0000829968831 | .2606650261 26426271 10° | .0000182451635 | -438.0561904
3162277660 10° | .0000104334079 | .2607016848 | .0000140167388 | .0000128322406 | -438.0569964
19999999999 10° | 41792156 10° .2605052378 | .0000167125782 | .0000302384622 | -438.0574911




0 100 200 a0 40 800

Sekil 4.4: Simulated Annealing algoritmasinin Urettigi 500 adimlik rasgele
ylrdylds boyunca fonksiyonun aldigr minimum degerler

Tablo 4.5 ve Sekil 4.4 den gorildiga gibi algoritma T parametresinin dederi
azaldikca fonksiyonun global minimumunu veren x degerlerine dogru
yaklasmaktadir.

Fonksiyonun gergek global minimumu;

x4 =0.41792156.10™ = 0
X5 = 0.2605052378 = 0.26
X3 =0.0000167125782 = 0
x4 = 0.000302384622 = 0
x5 = 0.7394947622 = 0.74

iken gergeklesmis olup minimum yanit -y icin -438.0574911 olarak bulunmustur.

Bir baska ifadeyle (0, 0.26, 0, 0, 0.74) noktalarinda maksimum yanit 438.0574911
dir.



SONUC VE ONERILER

Karisim deneyleri incelendidi bu c¢alismada, karisim deneyi metodolojisi
aciklanmisg, yanit yutzeylerinin modellenmesinde karisimda yer alan bilesenlerin
oranlarinin toplaminin bir birim olmasi kosulu nedeniyle, sabit terimsiz olan Scheffé’
nin kanonik polinomlari temel alinmis ve ardindan, Scheffé modellerine alternatif
modeller tanitilmigtir. Daha sonra, iki veya daha fazla ortogonal bloklu tasarimlarin
olusturulmasinda genel yéntemler incelenmisgtir.

Karisim deneylerinin bloklanmasi ile ilgili ¢alismalar, Murty (1968) in,
Simetrik simpleks tasarimlarda, kuadratik model parametrelerinin tahminlenmesinde
(X°’X) matrisinin tersinin alinmasinda EKKY ile yasanan zorluklari gidermek amaciyla
sunmus oldugu alternatif tahminleme metodunda tasarim matrisinin sagladigini
varsaydigi simetri kosullari ile baslamistir. Ampirik bir bulgu olmakla beraber Murty
(1968) simetrik simpleks tasarimlarda gercek bloklamanin saglanabilmesi igin

tasarimin tekrarlanmasi gerektigini ifade etmisgtir.

Nigam (1970) yilinda Murty in alternatif tahminleme metodundan yola
cikarak, Scheffé ‘nin blok etkisi iceren kuadratik modeli baz alindiginda, regresyon
parametrelerinin  blok etkisinden bagimsiz tahminlenebilmesi igin karisim
degiskenlerine transformasyon uygulanmasi gerektigini gdstermis ve simetrik
simpleks tasarimlarin ortogonal olarak bloklamanmasi igin gerekli kosullari
olusturmustur.

Scheffé 'nin kuadratik modeli baz alindiginda ortogonalitenin basarili olmasi
icin Nigam (1970) tarafindan olusturulan kosullar John (1984) tarafindan modifiye
edilerek son halini almistir.

g-bilesenli tasarim igin her bir bloktaki deneme karigimlarinin ayni segimleri
ile karigim ortogonalitesi saglanabilmektedir. Diger bir ifade ile ortogonaliteyi
saglamanin bir yolu tim bloklara ayni tasarimin uygulanmasidir. Bu amag
dogrultusunda en uygun tasarimlar simpleks kafes ve simpleks merkez
tasarimlardir. Ancak bu tasarimlarin en blyik dezavantaji tasarim nokta sayisinin

fazla olmasi nedeniyle blok biyUkliglinin genis olmasidir. John (1984), her bir blok



icin ayni tasarim yapisinin kullaniimasini gerektirmeyen ortogonal bloklardan olugan

alternatif metot olarak gxq Latin Kare tasarimlari sunmustur.

Prescott, Draper, Lewis ve Dean (1991), John (1984) Un énerisini baz alarak
g = 3 oldugu durumlar i¢in iki ve ya daha fazla blok yapisi olusturmak igin Latin
Karelerin kullanilmasi i¢in genel bir metot geligtirmigtir. Kuadratik modelin
kullaniimasi ile 4 bilesenli 2 bloklu yapi i¢in metot Draper (1993) tarafindan es Latin
Kare ciftlerinin kullaniimasi ile olusturulmus ve her iki blokta da yer alan ortak
karisimlarin ortogonal bloklama yapisini bozmadan silinmesi ile toplam deneme
sayisinda indirgeme saglandigi gdsterilmistir. Prescott, Draper, Lewis ve Dean
(1993) tarafindan 4 bilesenli 2 bloklu tasarim yapisi bes bilesenli karisim deneyleri
icin genisletilmis olup bloklarda yer almasi gereken ve “Ayrik Ortogonal Latin Kare”
setine dayanan es kare ciftleri tanitilmistir.

Karisim deneylerinde ortogonal bloklama ile ilgili calismalarda yer alan
6nemli bir noktada bloklamanin sadece kuadratik model igin degil 3-Unci ve daha
Ustl derecelerden modeller iginde elde edilebilmesidir. Fakat bu konu, ¢alismada
ana hatlari ile incelenmis, konunun ayrintilarina deginilmemis sadece ilave bloklama
kosullarinin nasil olusturulacagi belirtiimistir. Bu durum yapilacak olan daha sonraki
calismalarda incelenebilecek karisim deneylerine ydnelik dnemli bir konudur. Ayrica
bloklarda yer alabilecek es Latin Kare ciftlerinin baz alinarak 2den fazla bloklamanin
mevcut oldugu durumlar icin tasarim siniflarinin elde edilmesinde gerekli yapi
olusturulmus olup vyapilan literatir taramalarinda herhangi bir uygulamaya
rastlaniimamistir. Blok sayisinin 2den ¢ok oldugu durumlarda optimum degerlerin
elde edilmesi incelenebilecek alternatif bir konudur.

Karisim deneylerine ydnelik bu ¢calismada yer verilen uygulamada, Prescott,
Draper, Lewis ve Dean (1993) tarafindan bes bilesenli karisim deneyleri igin
bloklarda yer alabilecek es kare ciftleri baz alinarak 2 bloklu D-optimalite tasarim
kriterini saglayan en iyi tasarm sinifi elde edilmistir. Tasarim yapisinin
olusturulmasinda iki blogun her birinde 10 deneme olan tasarim yapisi elde edilmis,
ayrica (X’X) matrisinin tekil olmamasi icin ortak karisim olarak merkez noktalar her
iki bloga da ilave edilmigtir. Analitik ¢6zimin sikinti yaratmasi nedeniyle nimerik
analizden faydalanilarak elde edilen durumlar irdelenerek en etkin olani saptanmaya

cahsiimigtir.  Uygulamada, ayrica beg karisim bileseninin (xi, X2, Xs, X4, Xs), yanit



davranisini en iyi sekilde ifade edecek optimum kombinasyon oranlari Scheffé ‘nin
kuadratik modeli baz alinarak elde edilmistir. Bulunan bu oranlarin D-optimum
tasarim yapisinda elde edilen bilesen oranlari ile yaklagik ayni oldugu gérilmustir.

Karisim deneylerinin bloklanmasinda ortaya c¢ikan 6nemli bir nokta da,
karigsim deneylerinde yer alan bilesenlerin bazilarinin veya timun(n alt ve/veya Ust
sinira sahip oldugu durumlarda elde edilecek deneysel bélgede bloklama
kosullarinin ne sekilde degisebilecedi, tavsiye edilebilecek en iyi tasarim yapisinin
ne olacagl hususunun belirtiimemis olmasidir. Bu konu kapsaminda simetrik
simpleks tasarimlarin bloklanmasinda dengeli tamamlanmamis blok tasarimlar ele

alinarak tasarim yapisinin olusturulmasi daha sonraki ¢calismalar i¢in incelenebilir.
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EKLER



Ek 1
Diizeltilmis Normal Denklemlerin Elde Edilisi

Scheffe' nin blok etkisi iceren kuadratik modelinden yola ¢ikarak; modelinin

parametrelere gore (Bjve By, olarak adlandirilsin) tirevlendirilip sifira esitlenmesi

ile Nigam (1970) tarafindan normal denklemler su sekilde elde edilmistir

2
z ZBIXIU ZBquuXJu ZBWZWUJ (E1.1)

i<j

Esitlik (E1.1) u herhangi bir 3, ve B, ye gore turevlenirse;

Zxnyu_Abx+B D bi+C by +D Zb”+2b [mej (E1.2)

1<i<n#A 1<i<nzA 1<i<nzA

Zx;bu wYu=Clby +b,)+D 3 by +Eby, +F(3 by + Y by)

1<isnzAd,u

+G ) bj +) by {Zxxu WJ % A0

<i<jsn#zAp w

(E1.3)

b’ lar B parametrelerinin tahminidir. Esitlik (E1.1) B,, ye gore tlrevlenirse;

B[S | Zoe Zm | v, e

1<i<n 1<i<j<n

m,, w-inci bloktaki nokta sayisidir.

(E1.2), (E1.3) ve (E1.4) den gbzlendigi Uzere;



X;; =0 ve ZXiuxju=0 w=1,2,...,tvei#jigin) (E1.5)

kosullar saglandiginda ortogonal bloklamaya erisilmektedir.

Ancak karigsim deneyleri x;, = 0 olmasini gerektirir. Acikca géruldigi Gzere
(E1.5) kosullari tim x;, lar sifir oldugunda saglanmaktadir ki bu ise imkansizdir. Bu

ylizden ortogonal bloklamanin elde edilmesi igin karisim degiskenlerine
transformasyon uygulanmalidir. Nigam (1970) blok etkileri icin parametreleri
dizenleyerek ortogonal olmayan bloklama sorununu ¢ézmeye calismistir.

Normal denklemlerin ¢6zUmUnU basitlestirmek igin;

mW
ZXiu = sabit =k,

u=l1

I’nW
D XiyXju = sabit =k,

u=1

(E1.6)
w=12..,tvei#j;i,j=1,2,..,nicin

Esitlik (E1.4) den by, yi gekilirse;

by, = mZWYiu_klzbi_k2zbij]/mw (E1.7)
u=1 i

i<j

Timw =1, 2,..., t Gzerinden (E1.7) yi toplanir ve Zl/mW =k, olarak alinirsa;
w

My

t
Dby =D yu/my —kiks Y bi—koky D by (E1.8)
w

w=1

c
—_

elde edilir.



Esitlik (E1.8) de ifade edilen wa yi (E1.2) ve (E1.3) de yerine konarak blok etkileri

icin dizeltiimis denklemleri elde edilir;

Zquyu kIZZyu/m (A—kiks)by +(B—k7ks)Y by

w u=l i#h (E1.9)
+(C—kikoK3)D oy +(D—kikok3) D by

i#=A i<j#EM

Zquxwyu—kQZZyu/mw = (C—kikakg)(by +by,)

w u=1

+(D-kikokz) Dby
i#A1 (E1.10)

+ (E—KBka)byy + (F—kBka)(D by + 3 by)

+(G—k3k3) Zbij

i<j#EAu

A-kik;=A" B-k’k; =B C-kkok;=C  D-kkyk; =D
E-kiky=E F-klk;=F G-kik;=G

ZXKUYU klzzyu/m {Zxkuyuj

w u=l1

Zxku uuyu kZZZyu/m {Zxkuxuuyu]
u

w u=l1

(E1.11)

olarak ifade edildikten sonra (E1.9) ve (E1.10) esitlikleri su sekilde yazilabilir;

{meyu] =Alb, +B" Y b +C Y by +D D by (E1.12)
u

1#M i#A i<j#A



{ZXKUXMUYU] = C*(bx +by )+ D’ Zbi + E*bkp
u

[EYWT)
+F (b + Y ba)+a” by (E1.13)
i<j#EAu
i# AU

b, ve bxu nin ¢dzimleri;

Ple:PQ‘*{ZXKUqu —Psz[ZXquiuyu] _AIZ{ZXiUYUJ
u i u | u
+AZZ{ZXiuXJUYU]

u

i<j

(E1.14)

ve

*

PQE -2F +G oy, =PQl Y xpuXuwyu | —PlQ4(C =D")
n w
u

SR 0 R

i ) E1.1
+P[Q2(C -D’ ) —Q4( F -G) Z[Zxku IquJ +Z[zxuuxiu)’u] ( )
-[(D'P4 -G'P3)Q-2(C" -D ')A - 2(F —G*msl{inuyu]

+[(D'P, =G'P{)Q-2(C" =D )A, —2(F _G*)A3]Z{inquUYUJ

i<j

seklinde elde edilir. Bu esitliklerde;



P=A"+(n-1)B
P,=2C +(n-2)D

P, =(n—-1)C + (” R 2]D*

P, =E +2(n-2F + (” R 2)@.*

2
Ql =A* —B*
QZ =C* —D*

Q; =(n-2)(C" -D’)

Q,=E +(n-4F -(n-3)G’
Q=Q,Q,-Q,Q;
A =Py[B'Q, -Q,(C
A= Pz[B*Q4 —Qz( '
A =Py[B'Q; - Q(
A= Pz[B*Q3 _Q1(

o o

+(N=2)D)]-P;[D'Q, -Q,(2F +(n-3)G')]
+(n-2)D)]-P[D'Q, -Q,(2F +(n-3)G)]
2)D)]-P5[D'Q; -Q,(2F +(n-3)G )]

(n-2)
-2)D)]-P[D'Q; -Q,(2F +(n-3)G)]

+
+

o O

(n

olarak ifade edilmistir.

Tasarimlarin simetri 6zelliginden dolayr her hangi bir b, veb,, c¢o6zimleri

yukarida anlatildidi sekilde elde edilir. Blok tahmini b, Zbi ve Zbij nin (E1.7) dE

yerine yazilmasi ile kolaylikla elde edilir.



EK 2

Latin Kare ve Graeco Latin Kare Tasarimlar

Latin Kare Tasarimlar

Latin kare tasarimlar genelde iki blok etkisini ortadan kaldirmak igin kullanilan
tasarimlardir. Faktér seviyeleri ve blok etkileri arasinda etkilesim etkilerinin mevcut
olmadigi varsayimi yapilmaktadir. Her iki blok iginde her bir faktér seviyesi sadece
bir kez tekrarlanmaktadir. Yalnizca situnlarin degil satirlarinda blok oldugu bir kare
tasarimdir. Bu tip tasarimlarda fakidr seviye sayisi ile bloklarin sayilar esittir.

Asagida 3x3 ve 4x4 Latin kare tasarimlar igin érnekler verilmistir.

Blok | Blok Il
1 2 3 1 2 3 4
I A B C I:A B C D
Blok Il ; I B C A Blok II n:B A D C
i C A B m:c D A B
VviD C B A

Yukarida tanimlanan tasarimlarda, bir lastigin dért farkli tipinin asinmasi
(6mrii) arastirimak istendiginde tasarim icindeki harfler lastik tiplerini (faktor
seviyeleri) kullanilan doért farkli araba blok | ve dort fakh sirtict de blok II'yi temsil
edebilir. Bu tasarim igin bu model,

Yij = B+ Ty() +Bi + v +g

olup, gisira (blok Il), % sttun (blok I) ve 7, faktdr seviye etkilerini temsil etmekte olup

i,t=1,...,Kdir. Varyans analiz tablosu Tablo E2.1 de verilmistir.



Tablo E2.1 :Latin Kare Tasarimi gin Varyans Analizi

D.K s.d S.S
Ortalama 1 (Zyi? ! N
Faktor Etkisi k-1 KE (3, - ¥)?
Blok | Etkisi k-1 K (3,- )2
Blok Il Etkisi k-1 ke (3,- 5)
Hata v=N-3k+2
Topiam N = (yi)?

Graeco - Latin Kare Tasarimlar

Gergeklestirilen arastirmada eger ikiden fazla blok etkisi mevcut ise Latin -
kare tasarimlar yetersiz kalmaktadir. Eger blok etkisi U¢ ise Graeco-Latin kare
tasarimi, lggen fazla ise Hyper-Graeco-Latin kare tasarimlar kullanilabilir. Bu tip
tasarimlarda yine her (¢ blogun seviye sayilar ile faktér seviye sayilari esit olup
kxk boyutlu bir matris seklinde tanimlanabilirler. 4x4 boyutlu Graeco-Latin kare
tasarimi asagida tanimlanmistir. Tasarim igindeki Yunan harfleri blok III'G temsil
etmektedir. Lastik érnedi igin G¢lncl blok etkisi hava kosullari olabilir.

Blok |

| Aa BB Cr Db
Blok i I | BS AY DB Cua
M Cp Da A5 BY
IV i DY G5 Bo Ap

Bu tasarim igin model,
Yij = W+ Ty() + Bi + ¥ + Ou() T+ Eij

seklinde olup blok Il 'iin serbestlik derecesi (k -1 ) ve kareler toplami kX (y, —y)?

ile elde edilir. Bu veriler Latin-kare igin olusturulan Tablo 1’de varyans analiz



tablosuna eklenerek ve hata serbestlik derecesi v = N-4k+3 seklinde tekrar
dlzenlenerek Graeco-Latin-kareler igin varyans analiz tablosu elde edilebilir.



EK 3

Déndiiriilebilir Dizaynlar icin Moment Matrisinin Genel Formu

Déndurulebilir tasarimlarda moment matrisinin genel formunu agiklamak igin
ilk dnce esitlik (3.15) deki gibi kodlanan k degiskenli d-inci dereceden model igin &-

uncu dereceden tasarim momenti animsanirsa;

ultu2 " uk

Z|=

N
Z:xéslx82 x K :[151252...k5k]
u=1

81,85,...,8, Negatif olmayan tam sayilari olup &; +8, +...+8 =1 dir. Ornegin k=3
alindiginda, karma dérdunci dereceden moment §; =2 6, =1 85 =1 degerlerine

N
sahip olup [1123]=$Zx31xu2xu3 dir. d-inci dereceden model icin & en fazla 2d

u=1

olabilir.

Tasarimin dénstlrdlmesi igin gerek ve yeter kosul d-uncu dereceden

moment formlarinin;

i%12% k3 |=0 herhangi bir ; tek ise

k
] ] @) (E3.1)

—_— tim §; ler ciftise

+T(%)

i=1

k
Esitlik (E3.1) deki formdlld tanimlamak igin Y, =8 +Z[3ixui+eu, u =
i=1

1,2,...,N, birinci dereceden modeli ele alindiginda moment matrisinin [ i ] ve ya [ ij ]
seklinde ifade edilen késegen disi elemanlari ve §; ler sifir ve ya bir degerini alir.

Kosegen Uzerindeki momentler [ii ] ve ya §; =2,8; =0 (tim j#i icin ) dir. Esitlik



|
(E3.1) den bu momentler [ii]:xz%:xz olarak ifade edilebilir. Bu ytizden birinci

dereceden donddrllebilir tasarimlar icin moment matrisi;

1 1 0
ZX'X= E3.2
NXX {0 lek} (E3.2)

Seklindedir. Esitlik (E3.2) de yer alan Iy (kxk) boyutlu birim matristir. Dolayisiyla
birinci dereceden déndurulebilir tasarim ortogonaldir.



EK 4

Tablo 4.1 de Verilen Karelerin Es Oldugunun Gésterimi

John (1984) taraindan belirtilen ortogonal bloklama kosullari;

>
<

Xyi :ki i:1,2,...,q

2 it

XuiXuj :kij i,j:1,2,...,q iij

c
I
—_

seklindeydi. Buna gére; ilk ortogonalite kosulunun saglanabilmesi igin her bir kare
icin bilesen oranlarinin toplami 1 ’e esit olmalidir. Bir bagka ifade ile a+b+c+d+e = 1
olmalidir. Ortogonal bloklamanin ikinci kosulunun saglanabilmesi icin; bloklarda yer
almak Uzere segilen Latin kare giftlerinin es olmasi (¢capraz carpim toplamlarinin

benzer olmasi) gerekmektedir.

A= (ab + ae + bc + cd + de) ve B = (ac + ad + bd + be + ce) olarak
alindiinda Blok 1 de yer alan Kare 1 ile Blok 2 de yer alan Kare 3 ¢apraz ¢arpim
toplamlari A, B, A, B, B, B, A, A, A, B seklinde oldup bu kareler estir. Benzer
sekilde Blok 1 de yer alan Kare 2 ile Blok 2 de yer alan Kare 4 (in ¢apraz ¢arpim
toplamlari B, A, B, A, A, A, B, B, B, A seklinde olup bu iki kare de estir. Bu durum
asagidaki Tablodan da gérulebilir.



Blok 1

O OO T =

®© OO0 T

Blok 2

® QOO0 T =

® QOO0 T

QOO OTDN

O T o 00 Q

O O0OT VO ODODN

oo 0O Qo

ToL0O DO QA0 W [oRN o NN euN N ] O T Do Ww

O O QOO T

O OO O T S 0O O Qo [N o I o N OB -

O T o 0 Q

O T O QO QO OO T (o N ENONEO RGNS |

O O T o O

12
ab
bc
cd
de
ea

ad
be
ca
db
ec

12
ae
ba
cb
dc
ed

ac
bd
ce
da
eb
B

13
ad
be
ca
db
ec

ae
ba
cb
dc
ed

13
ac
bd
ce
da
eb

ab
bc
cd
de
ea
A

14
ae
ba
cb
dc
ed

ac
bd
ce
da
eb

14
ab
bc
cd
de
ea

ad
be
ca
db
ec
B

15
ac
bd
ce
da
eb

ab
bc
cd
de
ea

15
ad
be
ca
db
ec

ae
ba
cb
dc
ed
A

23
bd
ce
da
eb
ac

de
ea
ab
bc
cd

23
ec
ad
be
ca
db

cb
dc
ed
ae
ba
A

24
be
ca
db
ec
ad

dc
ed
ae
ba
cb

24
eb
ac
bd
ce
da

cd
de
ea
ab
bc
A

25
bc
cd
de
ea
ab

db
ec
ad
be
ca

25
de
ea
ab
bc
cd

ec
ad
be
ca
db
B

34
de
ea
ab
bc
cd

ec
ad
be
ca
db

34
bc
cd
de
ea
ab

db
ec
ad
be
ca
B

35
dc
ed
ae
ba
cb

eb
ac
bd
ce
da

35
dc
ed
ae
ba
cb

eb
ac
bd
ce
da
B

45
ec
ad
be
ca
db

cb
dc
ed
ae
ba

45
bd
ce
da
eb
ac

de
ea
ab
bc
cd
A



EK 5
(X'X) Matrisi ve Determinantinin Elde Edilisi

Esitlik (4.3) de verilen X matrisinden faydalanilarak elde edilen (X’X) matrisi Maple

programi yardimiyla su sekildedir;

[4*(a)*a+4*(b)*b+2/25+4*(d)*d,
(@)*b+2/25+(a)*d+(d)*b+(b)*a+(b) d+(
(@)*b+2/25+(a)*d+(d)*b+(b)*a+(b)*d+(d)*
(@)*b+2/25+(a)*d+(d)*b+(b)*a+(b)*d+(d
(a)*b+2/25+(a)*d+(d)*b+(b)*a+(b)*d+(d)*a,
(a)*a*b+2/125+(a)*a*d+(d)*b*d+(b)*a*b+(b)*b*d+(d)*a*d
( b)*b*d+(d)*a*d
( b)*b*d+(d)*a*d,
(a b*d+(d)*a*d
(a

*

( ) (b)*a
a)*a*b+2/125+(a)*a*d+(d)*b*d+(b)*a*b
a)*a*b+2/125+(a)*a*d+(d)*b*d+(b)*a*b
)*a*b+2/125+(a)* *d+(d)* *d+(b)*a*b
)*b*d+2/125+(b)*a

2/125+2*(d)*a*Db,
(a)*b*d+2/125+(b)*a*d,
(a)*b*d+2/125+(b)*a*d,
2/125+2*(d)*a*b,
(a)*b*d+2/125+(b)*a*d]

+

+
_ S~

*b+(b)*b*d+(d

[(2)*b+2/25+(a)*d+(d)*b+(b)*a+(b)*d+(d)*a,
4*(a)*a+4*(b)*b+2/25+4*(d)*d,
(@)*b+2/25+(a)*d+(d)*b+(b)*a+(b)*d+(d)*a,
(a)*b+2/25+(a)*d+(d)*b+(b)*a+(b)*d+(d)*a
(a)*b+2/25+(a)*d+(d)*b+(b)*a+(b)*d+(d)*a
(a)*a*b+2/125+(a)*a*d+(d)*b*d+(b)*a*b+(b)*b*d+(d)*a*d,
(a)*b*d+2/125+(b)*a*d,

(a)*b*d+2/125+(b)*a*d,

2/125+2*(d)*a*Db,
(a)*a*b+2/125+(a)*a*d+(d)*b*d+(b)*a*b+(b)*b*d+(d)*a*d,
(a)*a*b+2/125+(a)*a*d+(d)*b*d+(b)*a*b+(b)*b*d+(d)*a*d,



(a)*a*b+2/125+(a)*a*d+(d)*b*d+(b)*a*b+(b)*b*d+(d)*a*d,
2/125+2*(d)*a*Db,

(a)*b*d+2/125+(b)*a*d,

(a)*b*d+2/125+(b)*a*d]

[(2)*b+2/25+(a)*d+(d)*b+(b)*a+(b)*d+(d)*a,
(@)*b+2/25+(a)*d+(d)*b+(b)*a+(b)*d+(d)*a

4*(a)*a+4*(b)*b+2/25+4*(d)*d,

(a)*b+2/25+(a)*d+(d)*b+(b)*a+(b)*d+(d)*a,
(@)*b+2/25+(a)*d+(d)*b+(b)*a+(b)*d+(d)*a,

2/125+2*(d)*a*b,  (a)*a*b+2/125+(a)*a*d+(d)*b*d+(b)*a*b+(b)*b*d+(d)*a*d,
(a)*b*d+2/125+(b)*a*d,

(a)*b*d+2/125+(b)*a*d,
(a)*a*b+2/125+(a)*a*d+(d)*b*d+(b)*a*b+(b)*b*d+(d)*a*d,
(a)*b*d+2/125+(b)*a*d,

(a)*b*d+2/125+(b)*a*d,
(a)*a*b+2/125+(a)*a*d+(d)*b*d+(b)*a*b+(b)*b*d+(d)*a*d,
(a)*a*b+2/125+(a)*a*d+(d)*b*d+(b)*a*b+(b)*b*d+(d)*a*d,

2/125+2*(d)*a’b]

)
)
)
)"

[(2)*b+2/25+(a)*d+(d)*b+(b)*a+(b)*d+(d)*a,
(a)*b+2/25+(a)*d+(d)*b+(b)*a+(b)*d+(d)*a,
(@)*b+2/25+(a)*d+(d)*b+(b)*a+(b)*d+(d)*a
4*(a)*a+4*(b)*b+2/25+4*(d)*d,
(a)*b+2/25+(a)*d+(d)*b+(b)*a+(b)*d+(d)*a,
(a)*b*d+2/125+(b)*a*d,
2/125+2*(d)*a*b,
)*a*b+2/125+(a)*a*d+(d)*b*d+(b)*a*b+(b)*b*d+(d)*a*d,
a)*b*d+2/125+(b)*a*d,
a)*b*d+2/125+(b)*a*d,
)*a*b+2/125+(a)*a*d+(d)*b*d+(b)*a*b+(b)*b*d+(d)*a*d,
2/125+2*(d)*a*Db,
(a)*a*b+2/125+(a)*a*d+(d)*b*d+(b)*a*b+(b)*b*d+(d)*a*d,
(a)*b*d+2/125+(b)*a*d,
(a)*a*b+2/125+(a)*a*d+(d)*b*d+(b)*a*b+(b)*b*d+(d)*a*d]

(a
(
(
(a



[(2)*b+2/25+(a)*d+(d)*b+(b)*a+(b)*d+(d)*a,
(a)*b+2/25+(a)*d+(d)*b+(b)*a+(b)*d+(d)*a,
(@)*b+2/25+(a)*d+(d)*b+(b)*a+(b)*d+(d)*a,
(@)*b+2/25+(a)*d+(d)*b+(b)*a+(b)*d+(d)*a,

4*(a)*a+4*(b)*b+2/25+4*(d)*d,

(a)*b*d+2/125+(b)*a*d,

(a)*b*d+2/125+(b)*a*d,

2/125+2*(d)*a*Db,
(a)*a*b+2/125+(a)*a*d+(d)*b*d+(b)*a*b+(b)*b*d+(d)*a*d,
2/125+2*(d)*a*Db,

(a)*b*d+2/125+(b)*a*d,
(a)*a*b+2/125+(a)*a*d+(d)*b*d+(b)*a*b+(b)*b*d+(d)*a*d,
(a)*b*d+2/125+(b)*a*d,
(a)*a*b+2/125+(a)*a*d+(d)*b*d+(b)*a*b+(b)*b*d+(d)*a*d,
(a)*a*b+2/125+(a)*a*d+(d)*b*d+(b)*a*b+(b)*b*d+(d)*a*d]

[(a*b)*a+2/125+(a*d)*a+(b*d)*d+(a*b)*b+(b*d)*b+(a*d)*d,
(a*b)*a+2/125+(a*d)*a+(b*d)*d+(a*b)*b+(b*d) b+(a*d)*d,
2*(a*b)*d+2/125,

2/125+(b*d)*a+(a*d)b,

2/125+(b*d)*a+(a*d)b,
2*(a*b)*a*b+2/625+2*(a*d)*a*d+2*(b*d)*b*d,
(a*b)*a*d+2/625+(a*b)*b*d,

2/625+(b*d)*a*d+(a*d)*b*d,

2/625+(a*d)*a*b+(b*d
(a*b)*a*d+2/625+(a*b)*b*d,
2/625+(a*d)*a*b+(b*d)*a*b,
2/625+(b*d)*a*d+(a*d)*b*d,
2/625,

2/625,

2/625]

b)
)*
)"a
)’

[(a*b)*a+2/125+(a*d)*a+(b*d)*d+(a*b)*b+(b*d)*b+(a*d)*d,
2/125+(b*d)*a+(a*d)*b,



(a*b)*a+2/125+(a*d)*a+(b*d)*d+(a*b)*b+(b*d) b+(a*d)*d,
2*(a*b)*d+2/125,

2/125+(b*d)*a+(a*d)*b,

2/625+(a*d)*a*b+(b*d)*a

2*(a*b)*a*b+2/625+2*(a *d)* *d+2*(b*d)*b*d,
(a*b)*a*d+2/625+(a*b)*b*d,
2/625+(b*d)*a*d+(a*d)*b*d,
2/625+(b*d)*a*d+(a*d)*b*d,

2/625,

2/625,

(a*b)*a*d+2/625+(a*b)*b*d,
2/625+(a*d)*a*b+(b*d)*a*b,

2/625]

[(a*b)*a+2/125+(a*d)*a+(b*d)*d+(a*b)*b+(b*d) *b+(a*d)*d,
2/125+(b*d)*a+(a*d)"b,
2/125+(b*d)*a+(a*d)"b,
(a*b)*a+2/125+(a*d)*a+(b*d)*d+(a*b)*b+(b*d)*b+(a*d)*d,

2*(a*b)*d+2/125,
2/625+(b*d)*a*d+(a*d)*b*d
2/625+(a*d)*a*b+(b*d)*a
2*(a*b)*a*b+2/625+2*(a* )* *d+2*(b*d)*b*d,
(a*b)*a*d+2/625+(a*b)*b*d,

2/625,

2/625+(a*d)*a*b+(b*d)*a*b,

2/625,

2/625+(b*d)*a*d+(a*d)*b*d,

2/625,

(a*b)*a*d+2/625+(a*b)*b*d]

[(a*b)*a+2/125+(a*d)*a+(b*d)*d+(a*b)*b+(b*d)*b+(a*d)*d,
2*(a*b)*d+2/125,

2/125+(b*d)*a+(a*d)*b,

2/125+(b*d)*a+(a*d)*b,



(a*b)*a+2/125+(a*d)*a+(b*d)*d+(a*b)*b+(b*d) b+(a*d)*d,
(a*b)*a*d+2/625+(a*b)*b*d,
2/625+(b*d)*a*d+(a*d)*b*d,
2/625+(a*d)*a*b+(b*d)*a
2*(a*b)*a*b+2/625+2*(a
2/625,

2/625,
(a*b)*a*d+2/625+(a*b)*b*d,
2/625,
2/625+(a*d)*a*b+(b*d)*a’b,
2/625+(b*d)*a*d+(a*d)*b*d]

*d)* *d+2*(b*d)*b*d,

[2/125+(b*d)*a+(a*d)"b,
(a*b)*a+2/125+(a*d)*a+(b*d)*d+(a*b)*b+(b*d) b+(a*d)*d,
(a*b)*a+2/125+(a*d)*a+(b*d)*d+(a*b)*b+(b*d)*b+(a*d)*d,
2/125+(b*d)*a+(a*d)b,

2*(a*b)*d+2/125,

2/625+(a*d)*a*b+(b*d)*a*b,
2/625+(b*d)*a*d+(a*d)*b*d,

2/625,

2/625,

2*(a*b)*a*b+2/625+2*(a*d)*a*d+2*(b*d)*b*d,
2/625+(b*d)*a*d+(a*d)*b*d,

(a*b)*a*d+2/625+(a*b)*b*d,
2/625+(a*d)*a*b+(b*d)*a*b,
(a*b)*a*d+2/625+(a*b)*b*d,

2/625]

[2*(a*b)*d+2/125,
(a*b)*a+2/125+(a*d)*a+(b*d)*d+(a*b)*b+(b*d) b+(a*d)*d,
2/125+(b*d)*a+(a*d)b,
(a*b)*a+2/125+(a*d)*a+(b*d)*d+(a*b)*b+(b*d)*b+(a*d)*d,
2/125+(b*d)*a+(a*d)*b,

(a*b)*a*d+2/625+(a*b)*b*d,

2/625,



(a*b)*a*d+2/625+(a*b)*b*d,
2/625,

2/625+(b*d)*a*d+(a*d)*b*d,

2*(a*b)*a*b+2/625+2*(a*d)*a*d+2*(b*d)*b*d,

2/625+(a*d)*a*b+(b*d)*a*b, 2/625+(a*d)*a*b+(b*d)*a’b,
2/625, 2/625+(b*d)*a*d+(a*d)*b*d]

[2/125+(b*d)*a+(a*d)*b,
(a*b)*a+2/125+(a*d)*a+(b*d)*d+(a*b)*b+(b*d)*b+(a*d)*d,
2/125+(b*d)*a+(a*d)*b,

2*(a*b)*d+2/125,
(a*b)*a+2/125+(a*d)*a+(b*d)*d+(a*b)*b+(b*d)*b+(a*d)*d,
2/625+(b*d)*a*d+(a*d)*b*d,

2/625,

2/625,
2/625+(a*d)*a*b+(b*d)*a*b,
2/625+(a*d)*a*b+(b*d)*a*b,
(a*b)*a*d+2/625+(a*b)*b*d,
2*(a*b)*a*b+2/625+2*(a*d)*a*d+2*(b*d)*b*d,
2/625,

2/625+(b*d)*a*d+(a*d)*b*d,
(a*b)*a*d+2/625+(a*b)*b*d]

[2/125+(b*d)*a+(a*d)"b,
2*(a*b)*d+2/125,
(a*b)*a+2/125+(a*d)*a+(b*d)*d+(a*b)*b+(b*d) b+(a*d)*d,
(a*b)*a+2/125+(a*d)*a+(b*d)*d+(a*b)*b+(b*d)*b+(a*d)*d,
2/125+(b*d)*a+(a*d)b,

2/625,

2/625+(a*d)*a*b+(b*d)*a’b,

2/625+(b*d)*a*d+(a*d)*b*d,

2/625,

(a*b)*a*d+2/625+(a*b)*b*d,

(a*b)*a*d+2/625+(a*b)*b*d,

2/625,



2*(a*b)*a*b+2/625+2*(a*d)*a*d+2*(b*d)*b*d,
2/625+(b*d)*a*d+(a*d)*b*d,
2/625+(a*d)*a*b+(b*d)*a*b]

[2*(a*b)*d+2/125,  2/125+(b*d)*a+(a*d)*b,
(a*b)*a+2/125+(a*d)*a+(b*d)*d+(a*b)*b+(b*d)*b+(a*d)*d,
2/125+(b*d)*a+(a*d)*b,
(a*b)*a+2/125+(a*d)*a+(b*d)*d+(a*b)*b+(b*d)*b+(a*d)*d,
2/625,

(a*b)*a*d+2/625+(a*b)*b*d,

2/625,

(a*b)*a*d+2/625+(a*b)*b*d,
2/625+(a*d)*a*b+(b*d)*a’b,

2/625,
2/625+(b*d)*a*d+(a*d)*b*d,
2/625+(b*d)*a*d+(a*d)*b*d,
2*(a*b)*a*b+2/625+2*(a*
2/625+(a*d)*a*b+(b*d)*

d)*a*d+2*(b*d)*b*d,
*b]

[2/125+(b*d)*a+(a*d)’b,  2/125+(b*d)*a+(a*d)b,
2*(a*b)*d+2/125,
(a*b)*a+2/125+(a*d)*a+(b*d)*d+(a*b)*b+(b*d)*b+(a*d)*d,
(a*b)*a+2/125+(a*d)*a+(b*d)*d+(a*b)*b+(b*d) b+(a*d)*d,
2/625,

2/625,

2/625+(a*d)*a*b+(b*d)*a’b,
2/625+(b*d)*a*d+(a*d)*b*d,

2/625,

2/625+(b*d)* *d+(a*d)*b*d
2/625+(a*d)*a*b+(b*d)*a
(a*b)*a*d+2/625+(a*b)*b*d,
(a*b)*a*d+2/625+(a*b)*b*d,
(a

2*(a*b)*a*b+2/625+2*(a*d)*a*d+2*(b*d)*b*d]



o o)

determinantinin hesaplanmasi

Yapisindan vyola cikarak X"X matrisinin

Bélim 4 de A, B ve C matrislerinin elemanlari verilmisti. Buna gére A

matrisinin determinanti;
x> —10x3y2 +20x2y3 —15xy4 +4y5

olarak elde edilir.

B—C™*A~' *C matrisi ise su sekilde elde edilmistir:

[s-2*((K)*(x+3*y)/(x"2+3*Xx*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*X*y-4 "y 2)-3*(t) “y/(x"2+3*X*y-
4*y"2))*K-3*(-2%(K)*y/(x"2+3*X*y-4"y"2) + (1) *(x+3*y)/ (X "2+ 3*X*y-4*y2)-

2% (1)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2))*, P-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*X*y-
4*yn2)-3*(1)"y/(x"2+3*x*y-4*y"2))*k-((K)* (x+3*y)/ (X 2+3*x*y-4*y"2)-(K) *y/(x "2+ 3*X™y-
4*yn2)-3*(1)"y/(x"2+3*x*y-4*y 2))t-(-2*(K) *y/(Xx"2+3*X*y-

4%y 2)+(1)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-2* (1) *y/(x"2+3*X*y-4*y 2) ) *k-2*(-
2*(K)"y/(x"2+3*x*y-4*y 2)+(1)* (x+3"y)/ (X 2+3*X*y-4"y"2)-2* (1) *y/ (X 2+3*X*y-4"y"2))*,
h-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2)-3*(t) *y/ (X" 2+3*X*y-

4%y 2))*Kk-((K)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y 2)-3*(1)*y/ (x"2+3*X*y-
4*y 2))-(-2%(K) *y/ (X 2+3*X*y-4*yA2) +(1) *(x+3*y)/ (X "2+ 3* X *y-4*y"2)-
2*(1)*y/(x"2+3*Xx*y-4"y"2))"k-2* (-2 (K) *y/ (X "2+ 3*x*y-4*y 2) +(1) " (X+3y)/(x "2+ 3*X™y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3"x*y-4*y"2))*1, P-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*X*y-4*y"2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*X*y-4"y"2))*k-((K) *(X+3*y)/ (x"2+3*X*y-4*y2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3* (1) *y/(x"2+3*X*y-4"y"2))*t-(-2*(K) "y/ (X "2+3*X*y-

4%y 2)+(1)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-2* (1) *y/(x"2+3*x*y-4*y 2) ) *k-2*(-

2% (K)*y/(x"2+3*X*y-4*y 2)+ (1) *(Xx+3*y)/ (X 2+3*X*y-4*y"2)-2* (1) y/(x "2+ 3*x *y-4*y"2)) 1,
P-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4"y"2)-(K)*y/(x"2+3*x*"y-4*y 2)-3*(t)*y/(x"2+3*X*y-

4*y " 2))*K-((K)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4"y"2)-(K)"y/(x"2+3*x*y-4*y 2)-3*(1)*y/(x"2+3*X*y-
4*y 2)) - (-2%(K) *y/ (X 2+3*X*y-4*yA2) +(1) *(x+3*y)/ (X "2+ 3* X *y-4*y"2)-

2% (1) *y/(x"2+3*x*y-4*y"2))*k-2*(-2* (K) *y/ (x"2+3*x*y-4*y 2) + (1) * (X +3*y)/(x"2+3*X*y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3"x*y-4*y"2))*1, P-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*X*y-4*y"2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*x*y-4"y"2))*Kk-((K) " (X+3*y)/ (X "2+3*X*y-4*y2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3* (1) *y/(x"2+3*X*y-4"y"2))*t-(-2*(K) "y/ (X "2+3*X*y-

4%y 2)+(1)* (Xx+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-2* (1) *y/(x"2+3*x*y-4*y 2) ) "k-2*(-



2*(K)"y/(x"2+3*x*y-4*y 2)+(1)* (x+3"y)/ (X 2+3*X*y-4"y"2)-2* (1) *y/ (X 2+3*X*y-4"y"2))*,
h-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2)-3*(t)*y/(X"2+3*X*y-
4*y"2))*Kk-((K)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y 2)-3*(1)*y/ (x"2+3*X*y-
4*y " 2))*t-(-2%(K) *y/ (X "2+3*X*y-4"yA2) +(1) *(X+3*y)/ (X "2+ 3* X *y-4*y2)-
2*()*y/(x"2+3*Xx*y-4"y"2))"k-2* (-2 (K) *y/ (X "2+ 3*x*y-4*y 2) +(1) * (X+3*y)/(x "2+ 3*X™y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3*x*y-4*y"2))*,
2/625-2*((K)*(x+3"y)/(x"2+3*x*y-4"y"2)-(K)"y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*X"y-
4*y 2)) 1-2%(-2%(K) *y/ (X 2+3*X*y-4"y "2) +(1) * (X+3*y)/ (X "2+ 3*x*y-4*y2)-

2% (1) y/ (X 2+3*x*y-4*y"2))*k-(-2*(K) *y/ (X"2+3*X*y-4*y 2) +(1) * (X +3*y)/ (X "2+3*X*y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3"x*y-4*y"2))*1,
2/625-2*((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2)-3* (1) *y/(X"2+3*X*y-
4*y 2)) 1-2%(-2%(K) *y/ (X 2+3*X*y-4"y "2) +(1) * (X+3*y)/ (X "2+ 3*x*y-4*y2)-

2* (1) y/(x"2+3*Xx*y-4"y"2)) K- (-2*(K) *y/ (X 2+3*X*y-4"yA2) +(1) " (x+3*y)/ (X "2+ 3*X*y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3"x*y-4*y"2))*1,
2/625-2*((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2)-3* (1) *y/(x"2+3*X*y-
4*y 2)) 1-2%(-2%(K) *y/ (X 2+3*X*y-4"y "2) +(1) *(X+3*y)/ (X "2+ 3* X *y-4*y2)-

2% (1) *y/ (X 2+3*x*y-4*y"2))*k-(-2* (K) *y/ (X" 2+3*X*y-4*y 2) +(1) * (X +3*y)/ (X "2+3*X*y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3*x*y-4*y"2))*]

[p-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y 2)-(K) *y/(x2+3*X*y-4*y"2)-3*(t) *y/(X"2+3*X*y-

4%y 2))*Kk-((K)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y 2)-3*(1)*y/(x"2+3*X*y-
4*y 2)) - (-2%(K) *y/ (X "2+3*X*y-4*yA2) +(1) *(x+3*y)/ (X "2+ 3*X*y-4*y"2)-
2*()*y/(x"2+3*Xx*y-4"y"2))"k-2* (-2 (K) *y/ (X "2+ 3*x*y-4*y 2) + (1) * (X+3*y)/(x "2+ 3*X™y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3*x*y-4*y"2))*1,
S-2*((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*X*y-
4*y"2))*K-3*(-2%(K)*y/(x"2+3*X*y-4"y"2) + (1) *(x+3*y)/ (X "2+ 3*X*y-4*y2)-

2% (1)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2))*, P-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*X*y-
4*y"2)-3*(1)"y/(x"2+3*x*y-4*y 2))*k-((K)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K) *y/(x "2+ 3*X™y-
4*yn2)-3*(1)"y/(x"2+3*x*y-4*y 2))t-(-2*(K) *y/ (X "2+3*X*y-

4%y 2)+(1)* (Xx+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-2* (1) *y/(x"2+3*x*y-4*y 2) ) "k-2*(-

2% (K)*y/(x"2+3*X*y-4*y 2)+ (1) *(Xx+3*y)/ (X 2+3*X*y-4*y"2)-2* (1) "y/ (X "2+ 3*X *y-4*y"2)) 1,
h-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2)-3*(t) *y/(X"2+3*X*y-

4*y " 2))*K-((K)* (x+3"y)/(x"2+3*x*y-4"y"2)-(K)"y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*X"y-
4*y " 2))*t-(-2%(K) *y/(X"2+3*X*y-4"yA2) +(1) *(X+3*y)/ (X "2+ 3* X *y-4*y2)-
2*()*y/(x"2+3*Xx*y-4"y"2))"k-2* (-2 (K) *y/ (X "2+ 3*x*y-4*y 2) +(1) * (X+3*y)/(x "2+ 3*X™y-



yh2)-2%(1)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2))*t, h-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-
(K)*y/(x"2+3*Xx*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*x*y-4"y"2))*k-((K) * (X+3*y)/ (X "2+3*X*y-4*y2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3* (1) *y/(x"2+3*X*y-4"y"2))*t-(-2* (K) *y/(x"2+3*X*y-

4%y 2)+(1)* (Xx+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-2* (1) *y/(x"2+3*X*y-4*y 2) ) "k-2*(-
2*(K)"y/(x"2+3*x*y-4*y 2)+(1)* (x+3"y)/ (X 2+3*X*y-4"y"2)-2* (1) *y/ (X 2+3*X*y-4"y"2))*,
2/625-2*((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2)-3* (1) *y/(X"2+3*X*y-
4*y 2))1-2%(-2%(K) *y/ (X 2+3*X*y-4"y A2) +(1) * (X+3*y)/ (X "2+ 3*X"y-4*y2)-

2% (1) *y/ (X 2+3*x*y-4*y"2))*k-(-2* (K) Y/ (X"2+3*X*y-4*y 2) +(1) * (Xx+3*y)/ (X "2+3*X*y-
47y"2)-2*(1)"y/(x"2+3"X"y-4"y"2))"t,
2/625-2*((K)*(x+3"y)/(x"2+3*x*y-4"y"2)-(K)"y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*X"y-
4*y 2)) 1-2%(-2%(K) *y/ (X 2+3*X*y-4"y "2) +(1) * (X+3*y)/ (X "2+ 3*x*y-4*y2)-

2% (1) *y/ (X 2+3*x*y-4*y"2))*k-(-2* (K) Y/ (X"2+3*X*y-4*y 2) +(1) * (X +3*y)/ (X "2+3*X*y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3*x*y-4*y"2))*1, P-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*X*y-4*y"2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(t)*y/(x"2+3*x*y-4"y"2))*Kk-((K) " (X+3*y)/ (X "2+3*X*y-4*y2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3* (1) *y/(x"2+3*X*y-4"y"2))*t-(-2* (K) "y/ (X "2+3*X*y-

4%y 2)+(1)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-2* (1) *y/(x"2+3*X*y-4*y 2) ) *k-2*(-

2% (K)*y/(x"2+3*X*y-4*y 2)+ (1) *(Xx+3*y)/ (X 2+3*X*y-4*y"2)-2* (1) "y/(x "2+ 3*x *y-4*y"2)) "1,
p-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y 2)-3*(t) *y/(x"2+3*X*y-

47y 2))*K-((K)* (x+3"y)/(x"2+3*x*y-4"y"2)-(K)"y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*X*y-
4*y " 2)) - (-2%(K)*y/(X"2+3*X*y-4"yA2) +(1) *(X+3*y)/ (X "2+ 3* X *y-4*y2)-

2% (1) *y/(x"2+3*x*y-4*y"2))*k-2* (-2* (K) *y/ (x "2+ 3*x*y-4*y 2) + (1) * (X +3*y)/(x"2+3*X*y-
47y"2)-2*(1)"y/(x"2+3"x"y-4"y"2))"t,
2/625-2*((K)*(x+3"y)/(x"2+3*x*y-4"y"2)-(K)"y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*X"y-
4*y 2))*1-2%(-2%(K) *y/ (X 2+3*X*y-4"y A2) +(1) * (X+3*y)/ (X "2+ 3*X"y-4*y2)-

2% (1) *y/ (X 2+3*x*y-4*y"2))*k-(-2* (K) *y/(X"2+3*X*y-4*y 2) +(1) * (X +3*y)/ (X "2+3*X*y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3*x*y-4*y 2))*]

[h ((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K) *y/ (X 2+3*Xx*y-4*y"2)-3*(1) *y/(X"2+3*X*y-
Yy 2))*k-((K)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)"y/(x"2+3*X*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*X*y-
Yy 2)) - (-2%(K)*y/ (X 2+3*X*y-4*y " 2)+ (1) * (X+3*y)/ (X 2+3*X*y-4 "y "2)-
( )Y/ (XN2+3*x*y-4*y"2) ) k-2 (-2* (K) *y/ (X "2+3*X*y-4*y 2) + (1) * (X +3*y)/ (X "2+3*X*y-
yh2)-2*%(1)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2))*, P-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(t)*y/(x"2+3*x*y-4"y"2))*Kk-((K) " (X+3*y)/ (X "2+3*X*y-4*y2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(t)*y/(x"2+3*Xx*y-4"y"2))*t-(-2* (K) "y/ (X "2+3*X*y-
4%y 2)+(1)* (Xx+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-2* (1) *y/(x"2+3*X"y-4*y 2) ) "k-2*(-

)
)



2*(K)"y/(x"2+3*x*y-4*y 2)+(1)* (x+3"y)/ (X 2+3*X*y-4"y"2)-2* (1) *y/ (X 2+3*X *y-4"y"2))*,
S-2*((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*X*y-
4*y"2))*Kk-3*(-2%(K)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2) +(1)*(x+3*y)/(X"2+3*X*y-4*y2)-
2*()*y/(x"2+3*x*y-4"y"2))*, P-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*X*y-
4*y"2)-3*(1)"y/(x"2+3*x*y-4*y 2))*k-((K)* (x+3"y)/(x"2+3*x*y-4"y"2)-(K) "y/ (X "2+ 3*X™y-
4*y"2)-3*(1)"y/(x"2+3*x*y-4*y 2))*t-(-2*(K) *y/ (X" 2+3*X*y-

4%y 2)+(1)* (Xx+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-2* (1) *y/(x"2+3*X*y-4*y 2) ) "k-2*(-

2% (K)*y/(x"2+3*X*y-4*y 2)+ (1) *(Xx+3*y)/ (X 2+3*X*y-4*y"2)-2* (1) y/ (X "2+ 3*x *y-4*y"2)) 1,
2/625-2*((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2)-3* (1) *y/(Xx"2+3*X*y-
4*yN2))*1-2%(-2%(K) *y/ (X 2+3*X*y-4"y A2) +(1) * (X+3*y)/ (X "2+ 3*X"y-4*y2)-

2% (1) *y/ (X 2+3*x*y-4*y"2))*k-(-2* (K) Y/ (X"2+3*X*y-4*y 2) +(1) * (X +3*y)/ (X "2+3*X*y-
47y"2)-2"(1)"y/(x"2+3"x"y-4"y"2))"t, P-((K)*(x+3*y)/(x"2+3"X"y-4"y"2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(t)*y/(x"2+3*x*y-4"y"2))*Kk-((K) " (X+3*y)/ (X "2+3*X*y-4*y2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(t)*y/(x"2+3*Xx*y-4"y"2))*t-(-2* (K) "y/ (X "2+3*X*y-

4%y 2)+(1)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-2* (1) *y/(x"2+3*X*y-4*y 2) ) *k-2*(-

2% (K)*y/(x"2+3*X*y-4*y 2)+ (1) *(Xx+3*y)/ (X 2+3*X*y-4*y"2)-2* (1) "y/(x "2+ 3*x *y-4*y"2)) 1,
2/625-2*((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2)-3* (1) *y/(x"2+3*X*y-
4*y 2)) 1-2%(-2%(K) *y/ (X 2+3*X*y-4"y A2) +(1) *(X+3*y)/ (X "2+ 3*x*y-4*y2)-

2* (1) y/(x"2+3*Xx*y-4"y"2)) K- (- 2% (K) *y/ (X 2+3*X*y-4"yA2) +(1) " (x+3*y)/ (X "2+ 3*X*y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3"x*y-4*y"2))*1, h-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*X*y-4"y"2))*k-((K) *(X+3*y)/ (X "2+3*X*y-4*y2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3* (1) *y/(x"2+3*X*y-4"y"2))*t-(-2*(K) "y/ (X "2+3*X*y-

4%y 2)+(1)* (Xx+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-2* (1) *y/(x"2+3*X"y-4*y 2) ) "k-2*(-
2*(K)"y/(x"2+3*x*y-4*y 2)+(1)* (x+3"y)/ (X 2+3*X*y-4"y"2)-2* (1) *y/ (X 2+3*X*y-4"y"2) ) *,
2/625-2*((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2)-3* (1) *y/(X"2+3*X*y-
4*yN2))1-2%(-2%(K) *y/ (X 2+3*X*y-4"y A2) +(1) * (x+3*y)/ (X "2+ 3*X"y-4*y2)-

2% (1) *y/ (X 2+3*x*y-4*y"2))*k-(-2*(K) Y/ (X"2+3*X*y-4*y 2) +(1) * (X +3*y)/ (X "2+3*X*y-
47y"2)-2"(1)"y/(x"2+3"x"y-4"y"2))"t, P-((K)*(x+3*y)/(x"2+3"X"y-4"y"2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(t)*y/(x"2+3*x*y-4"y"2))*Kk-((K) " (X+3*y)/ (X "2+3*X*y-4*y2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(t)*y/(x"2+3*Xx*y-4"y"2))*t-(-2* (K) "y/ (X "2+3*X*y-

4%y 2)+(1)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-2* (1) *y/(x"2+3*X*y-4*y 2) ) *k-2*(-
2% (K)*y/(x"2+3*X*y-4*y 2)+ (1) *(X+3*y)/ (X 2+3*X*y-4*y"2)-2* (1) *y/(x"2+3*x *y-4*y"2)) 1]

[P-((K)* (x+3*y)/(X"2+3*X*y-4*y"2)-(K) *Y/(x "2+ 3*X*y-4*yA2)-3* () *y/(X "2+ 3*X*y-
4y72)) K- ((K)*(x+3*Y)/ (XA 2+3*X*y-4*yA2) - (K) Y/ (X 2+ 3*X*y-4*yA2)-3* (1) y/ (X "2+ 3*X Y-



4*y " 2))*t-(-2%(K)*y/(X"2+3*X*y-4"yA2) +(1) *(X+3*y)/ (X "2+ 3* X *y-4*y2)-

2% (1) *y/(x"2+3*x*y-4*y"2))*k-2* (-2* (K) *y/ (x "2+ 3*x*y-4*y 2) + (1) * (X +3*y)/(x"2+3*X*y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3*x*y-4*y"2))*1, h-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*x*y-4"y"2))*Kk-((K) " (X+3*y)/ (X "2+3*X*y-4*y2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(t)*y/(x"2+3*Xx*y-4"y"2))*t-(-2* (K) "y/ (X "2+3*X*y-

4%y 2)+(1)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-2* (1) *y/(x"2+3*X*y-4*y 2) ) *K-2*(-
2*(K)"y/(x"2+3*x*y-4*y 2)+(1)* (x+3"y)/ (X 2+3*X*y-4"y"2)-2* (1) *y/ (X 2+3*X*y-4"y"2))*,
p-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y2)-3* (1) *y/(x"2+3*X*y-
4*y"2))*Kk-((K)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y 2)-3*(1)*y/ (x"2+3*X*y-
4*y " 2))*t-(-2%(K)*y/(X"2+3*X*y-4"yA2) +(1) *(X+3*y)/ (X "2+ 3* X *y-4*y2)-

2% (1) *y/(x"2+3*x*y-4*y"2))*k-2* (-2* (K) *y/ (x "2+ 3*x*y-4*y 2) + (1) * (X +3*y)/(x"2+3*X*y-
47y"2)-2*(1)"y/(x"2+3"x"y-4"y"2))"t,
S-2"((K)*(x+3"y)/(x"2+3*x*y-4"y"2)-(K)"y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(1)"y/(x"2+3*X"y-
4*y"2))*K-3*(-2%(K)*y/(x"2+3*X*y-4"y"2) + (1) *(x+3*y)/ (X "2+ 3*X*y-4*y2)-

2% (1) *y/(x"2+3*X*y-4*y"2))*,
2/625-2*((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2)-3* (1) *y/(Xx"2+3*X*y-
4*y 2)) 1-2%(-2%(K) *y/ (X 2+3*X*y-4"y A2) +(1) *(X+3*y)/ (X "2+ 3*X*y-4*y2)-

2% (1) *y/ (X 2+3*x*y-4*y"2))*k-(-2* (K) Y/ (X"2+3*X*y-4*y 2) +(1) * (X +3*y)/ (X "2+3*X*y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3*x*y-4*y"2))*1,
2/625-2*((K)*(x+3"y)/(x"2+3*x*y-4"y"2)-(K)"y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*X"y-
4*y 2)) 1-2%(-2%(K) *y/ (X 2+3*X*y-4"yA2) +(1) * (X+3*y)/ (X "2+ 3*X*y-4*y2)-

2% (1) *y/ (X 2+3*x*y-4*y"2))*k-(-2* (K) Y/ (X"2+3*X*y-4*y 2) +(1) * (X +3*y)/ (X "2+3*X*y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3"x*y-4*y"2))*1, P-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(t)*y/(x"2+3*x*y-4"y"2))*Kk-((K) " (X+3*y)/ (X "2+3*X*y-4*y2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*X*y-4"y"2))*t-(-2* (K) "y/ (X "2+3*X*y-

4%y 2)+(1)* (Xx+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-2* (1) *y/(x"2+3*X*y-4*y 2) ) "k-2*(-

2% (K)*y/(x"2+3*X*y-4*y 2)+ (1) *(Xx+3*y)/ (X 2+3*X*y-4*y"2)-2* (1) y/ (X "2+ 3*X *y-4*y"2)) 1,
2/625-2*((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2)-3* (1) *y/(x"2+3*X*y-
4*yN2))1-2%(-2%(K) *y/ (X 2+3*X*y-4"y A2) +(1) * (X+3*y)/ (X "2+ 3*X*y-4*y2)-

2* (1) y/(x"2+3*Xx*y-4"y"2)) K- (-2*(K) *y/ (X" 2+3*X*y-4"yA2) +(1) " (x+3*y)/ (X "2+ 3" X*y-
47y"2)-2"(1)"y/(x"2+3"x"y-4"y"2))"t, P-((K)*(x+3*y)/(x"2+3"X"y-4"y"2)-
(K)*y/(x"2+3*Xx*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*x*y-4"y"2))*k-((K) *(X+3*y)/(x"2+3*X*y-4*y2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(t)*y/(x"2+3*Xx*y-4"y"2))*t-(-2* (K) "y/ (X "2+3*X*y-

4%y 2)+(1)* (Xx+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-2* (1) *y/(x"2+3*X*y-4*y 2) ) "k-2*(-
2*(K)"y/(x"2+3*x*y-4*y 2)+(1)* (x+3"y)/ (X 2+3*X*y-4"y"2)-2* (1) *y/ (X 2+3*X*y-4"y"2) ) *,



h-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2)-3*(t) *y/ (X" 2+3*X*y-
4%y 2))*Kk-((K)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K) *y/(x"2+3*x*y-4*y 2)-3*(1)*y/ (x"2+3*X*y-
4*y 2))-(-2%(K) *y/ (X 2+3*X*y-4*yA2) +(1) *(x+3*y)/ (X"2+3* X *y-4*y"2)-
2*()*y/(x"2+3*Xx*y-4"y"2))"k-2* (-2 (K) *y/ (X "2+ 3*x*y-4*y 2) +(1) * (X+3*y)/(x "2+ 3*X™y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3*x*y-4*y 2))*]

[p-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K) *y/(x2+3*X*y-4*y"2)-3*(t) *y/(X"2+3*X*y-
4*y"2))*Kk-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K) *y/(x"2+3*x*y-4*y 2)-3*(1)*y/ (x"2+3*X*y-
4*y 2)) - (-2%(K) *y/ (X "2+3*X*y-4*yA2) +(1) *(x+3*y)/ (X "2+ 3*X*y-4*y"2)-
2*()*y/(x"2+3*Xx*y-4"y"2))"k-2* (-2 (K) *y/ (X "2+ 3*x*y-4*y 2) + (1) * (X+3*y)/(x "2+ 3*X™y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3*x*y-4*y"2))*, h-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*X*y-4"y"2))*k-((K) *(X+3*y)/(x"2+3*X*y-4*y2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(t)*y/(x"2+3*Xx*y-4"y"2))*t-(-2* (K) "y/ (X "2+3*X*y-

4%y 2)+(1)* (Xx+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-2* (1) *y/(x"2+3*X*y-4*y 2) ) "k-2*(-

2% (K)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2)+ (1) *(x+3*y)/ (X 2+3*X*y-4*y"2)-2* (1) y/(x "2+ 3*X *y-4*y 2)) "1,
2/625-2*((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2)-3* (1) *y/(x"2+3*X*y-
4*y 2)) 1-2%(-2%(K) *y/ (X 2+3*X*y-4"y "2) +(1) *(X+3*y)/ (X "2+ 3*X*y-4*y2)-

2% (1) y/(x"2+3*x*y-4*y"2))*k-(-2* (K) *y/ (X" 2+3*X*y-4*y 2) +(1) * (X +3*y)/ (X "2+3*X*y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3"x*y-4*y"2))*1,
2/625-2*((K)*(x+3"y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)"y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*X"y-
4*y 2)) 1-2%(-2%(K) *y/ (X 2+3*X*y-4"y "2) +(1) *(X+3*y)/ (X "2+ 3*X*y-4*y2)-

2% (1) *y/(x"2+3*x*y-4*y"2))*k-(-2* (K) *y/ (X" 2+3*X*y-4*y 2) +(1) * (X +3*y)/ (X "2+3*X*y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3"x*y-4*y"2))*1,
S-2"((K)*(x+3"y)/(x"2+3*x*y-4"y"2)-(K)"y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(1)"y/(x"2+3*X"y-
4*y"2))*Kk-3*(-2%(K)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2) +(1)*(x+3*y)/(X"2+3*X*y-4*y2)-
2*()*y/(x"2+3*x*y-4"y"2))*, h-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*Xx*y-
4*y"2)-3*(1)"y/(x"2+3*x*y-4*y 2))*k-((K)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K) *y/(x "2+ 3*X™y-
4*y"2)-3*(1)"y/(x"2+3*x*y-4*y 2)) - (-2*(K) *y/ (X" 2+3*X*y-

4%y 2)+(1)* (Xx+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-2* (1) *y/(x"2+3*X*y-4*y 2) ) "k-2*(-
2*(K)"y/(x"2+3*x*y-4*y 2)+(1)* (x+3"y)/ (X 2+3*X*y-4"y"2)-2* (1) *y/ (X 2+3*X*y-4"y"2) ) *,
P-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y 2)-3* (1) *y/(x"2+3*X*y-

4%y 2))*Kk-((K)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y 2)-3*(1)*y/ (x"2+3*X*y-
4*y " 2))*t-(-2%(K) *y/(X"2+3*X*y-4"yA2) +(1) " (X+3*y)/ (X "2+ 3* X *y-4*y2)-
2*()*y/(x"2+3*Xx*y-4"y"2))"k-2* (-2 (K) *y/ (X "2+3*x*y-4*y 2) + (1) * (X+3*y)/(x "2+ 3*X™y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3"x*y-4*y"2))*1, P-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*X*y-4*y"2)-



(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(t)*y/(x"2+3*x*y-4"y"2))*Kk-((K) " (X+3*y)/ (X "2+3*X*y-4*y2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3* (1) *y/(x"2+3*X*y-4"y"2))*t-(-2* (K) *y/ (X "2+3*X*y-
4*y"2)+(1)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-2* (1) *y/(x"2+3*X*y-4*y 2) ) *k-2*(-
2*(K)"y/(x"2+3*x*y-4*y 2)+(1)* (x+3"y)/ (X 2+3*X*y-4"y"2)-2* (1) *y/ (X 2+3*X*y-4"y"2))*,
P-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4"y"2)-(K)*y/(x"2+3*x*"y-4*y2)-3*(t)*y/(x2+3*X*y-
4*y"2))*Kk-((K)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y 2)-3*(1)*y/ (x"2+3*X*y-
4*y " 2))*t-(-2%(K) *y/(X"2+3*X*y-4"yA2) +(1) *(X+3*y)/ (X "2+ 3* X *y-4*y2)-

2% (1) *y/(x"2+3*x*y-4*y"2))*k-2* (-2* (K) *y/ (x "2+ 3*x*y-4*y 2) + (1) * (X +3*y)/(x"2+3*X*y-
47y"2)-2*(1)"y/(x"2+3"x"y-4"y"2))"t,
2/625-2*((K)*(x+3"y)/(x"2+3*x*y-4"y"2)-(K)"y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*X"y-
4*y 2)) 1-2%(-2%(K) *y/ (X 2+3*X*y-4"y "2) +(1) * (X+3*y)/ (X "2+ 3*X*y-4*y2)-

2% (1) *y/ (X 2+3*x*y-4*y"2))*k-(-2* (K) Y/ (X"2+3*X*y-4*y 2) +(1) * (X +3*y)/ (X "2+3*X*y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3*x*y-4*y 2))*]

[p ((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K) *y/ (X 2+3*Xx*y-4*y"2)-3*(1) "y/(X"2+3*X*y-

Yy 2))*K-((K)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y 2)-3*(1)*y/ (x"2+3*X*y-
4*y 2)) - (-2% (K) *y/ (X 2+3*X*y-4*yA2) +(1) *(X+3*y)/ (X "2+ 3* X *y-4*y"2)-
2% (1) *y/(x"2+3*x*y-4*y"2))*k-2* (-2* (K) *y/ (x"2+3*x*y-4*y 2) + (1) * (x+3*y)/(x"2+3*X*y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3"x*y-4*y"2))*1,
2/625-2*((K)*(x+3"y)/(x"2+3*x*y-4"y"2)-(K)"y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*X"y-
4*y 2)) 1-2%(-2%(K) *y/ (X 2+3*X*y-4"y "2) +(1) *(X+3*y)/ (X "2+ 3* X *y-4*y2)-
2% (1) *y/ (X 2+3*x*y-4*y"2))*k-(-2*(K) Y/ (X"2+3*X*y-4*y 2) +(1) * (X +3*y)/ (X "2+3*X*y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3*x*y-4*y"2))*1, P-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*X*y-4*y"2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*x*y-4"y"2))*Kk-((K) " (X+3*y)/ (X "2+3*X*y-4*y2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*X*y-4"y"2))*t-(-2* (K) *y/ (X "2+3*X*y-
4%y 2)+(1)* (Xx+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-2* (1) *y/(x"2+3*x*y-4*y 2) ) "k-2*(-

2% (K)*y/(x"2+3*X*y-4*y 2)+ (1) *(Xx+3*y)/ (X 2+3*X*y-4*y"2)-2* (1) *y/ (X "2+ 3*x *y-4*y"2)) "1,
2/625-2*((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2)-3* (1) *y/(Xx"2+3*X*y-
4*yN2))1-2%(-2%(K) *y/ (X 2+3*X*y-4"y A2) +(1) * (X+3*y)/ (X "2+ 3*X*y-4*y2)-

2* (1) y/(x"2+3*Xx*y-4"y"2)) K- (-2*(K) *y/ (X" 2+3*X*y-4"yA2) +(1) " (x+3*y)/ (X "2+ 3" X*y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3*x*y-4*y"2))*, h-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-
(K)*y/(x"2+3*Xx*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*x*y-4"y"2))*k-((K) *(X+3*y)/(x"2+3*X*y-4*y2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(t)*y/(x"2+3*Xx*y-4"y"2))*t-(-2* (K) "y/ (X "2+3*X*y-

4%y 2)+(1)* (Xx+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-2* (1) *y/(x"2+3*X*y-4*y 2) ) "k-2*(-
2*(K)"y/(x"2+3*X*y-4*y 2)+(1)* (x+3"y)/ (X 2+3*X*y-4"y"2)-2* (1) *y/ (X 2+3*X*y-4"y"2))*,



S-2"((K)*(x+3"y)/(x"2+3*x*y-4"y"2)-(K)"y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(1)"y/(x"2+3*X"y-
4*y"2))*Kk-3*(-2*(K)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2) +(1)*(x+3*y)/(X"2+3*X*y-4*y2)-

2% (1)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2))*, P-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*X*y-
4*y"2)-3*(1)"y/(x"2+3*x*y-4*y 2))*k-((K)* (x+3"y)/(x"2+3*x*y-4"y"2)-(K) "y/(x"2+3*X"y-
4*yn2)-3*(1)"y/(x"2+3*x*y-4*y 2))t-(-2*(K) *y/ (X "2+3*X*y-

4*y"2)+(1)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-2* (1) *y/(x"2+3*X*y-4*y 2) ) *k-2*(-
2*(K)"y/(x"2+3*x*y-4*y 2)+(1)* (x+3"y)/ (X 2+3*X*y-4"y"2)-2* (1) *y/ (X 2+3*X*y-4"y"2))*,
p-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y 2)-3* (1) *y/(x"2+3*X*y-
4*y"2))*Kk-((K)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K) *y/(x"2+3*x*y-4*y 2)-3*(1)*y/ (x"2+3*X*y-
4*y 2))*t-(-2%(K) *y/(X"2+3*X*y-4"yA2) +(1) *(X+3*y)/ (X "2+ 3* X *y-4*y2)-

2% (1) *y/(x"2+3*x*y-4*y"2))*k-2* (-2* (K) *y/ (x"2+3*x*y-4*y 2) + (1) * (X +3*y)/(x"2+3*X*y-
47y"2)-2*(1)"y/(x"2+3"x"y-4"y"2))"t,
2/625-2*((K)*(x+3"y)/(x"2+3*x*y-4"y"2)-(K)"y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*X"y-
4*yN2))1-2%(-2% (K) *y/ (X 2+3*X*y-4"y A2) +(1) * (X+3*y)/ (X "2+ 3*X*y-4*y2)-

2% (1) *y/(x"2+3*x*y-4*y"2))*k-(-2* (K) Y/ (X"2+3*X*y-4*y 2) +(1) * (X +3*y)/ (X "2+3*X*y-
4*yn2)-2*(1)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2))*, h-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*X*y-4"y"2))*k-((K) *(X+3*y)/(x"2+3*X*y-4*y2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3* (1) *y/(x"2+3*X*y-4"y"2))*t-(-2* (K) "y/ (X "2+3*X*y-

4%y 2)+(1)* (Xx+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-2* (1) *y/(x"2+3*X*y-4*y 2) ) "k-2*(-
2*(K)"y/(x"2+3*x*y-4*y"2)+(1)* (x+3*y)/(X"2+3*X*y-4*y"2)-2*(1) *y/ (X "2+3*x*y-4*y"2)) 1]

[h ((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K) *y/ (X 2+3*X*y-4*y"2)-3* (1) *y/(X"2+3*X*y-

Yy 2))*k-((K)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)"y/(x"2+3*X*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*X*y-
4*y " 2))*t-(-2%(K)*y/(X"2+3*X*y-4"yA2) +(1) *(X+3*y)/ (X "2+ 3" X *y-4*y2)-
2% (1) *y/(x"2+3*x*y-4*y"2))*k-2* (-2* (K) *y/ (x"2+3*x*y-4*y 2) + (1) * (X +3*y)/(x"2+3*X*y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3"x*y-4*y"2))*1,
2/625-2*((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2)-3* (1) *y/(Xx"2+3*X*y-
4*y 2)) 1-2%(-2%(K) *y/ (X 2+3*X*y-4"y "2) +(1) *(X+3*y)/ (X "2+ 3*x*y-4*y2)-
2* (1) y/(x"2+3*Xx*y-4"y"2)) K- (-2*(K) *y/ (X 2+3*X*y-4"yA2) +(1) " (x+3*y)/ (X "2+ 3" X*y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3"x*y-4*y"2))*1,
2/625-2*((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2)-3* (1) *y/(Xx"2+3*X*y-
4*y 2)) 1-2%(-2%(K) *y/ (X 2+3*X*y-4"y "2) +(1) *(X+3*y)/ (X "2+ 3* X *y-4*y2)-
2* (1) y/(x"2+3*x*y-4"y"2)) K- (-2*(K) *y/ (X 2+3*X*y-4"yA2) +(1) " (x+3*y)/ (X "2+ 3" X*y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3"x*y-4*y"2))*1, P-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*X*y-4*y"2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(t)*y/(x"2+3*x*y-4"y"2))*Kk-((K) " (X+3*y)/ (X "2+3*X*y-4*y2)-



(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(t)*y/(x"2+3*Xx*y-4"y"2))*t-(-2* (K) "y/ (X "2+3*X*y-
4*y"2)+(1)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-2* (1) *y/(x"2+3*x*y-4*y 2) ) *k-2*(-

2% (K)*y/(x"2+3*X*y-4*y 2)+ (1) *(x+3*y)/ (X 2+3*X*y-4*y"2)-2* (1) "y/ (X "2+ 3*X *y-4*y 2)) "1,
P-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4"y"2)-(K)*y/(x"2+3*X*y-4*y 2)-3*(t) *y/(x"2+3*X*y-

4%y 2))*K-((K)* (x+3"y)/(x"2+3*x*y-4"y"2)-(K)"y/(x"2+3*x*y-4*y 2)-3*(1)*y/(x"2+3*X*y-
4*y 2)) - (-2% (K) *y/ (X 2+3*X*y-4*yA2) +(1) *(X+3*y)/ (X "2+ 3* X *y-4*y"2)-
2*()*y/(x"2+3*x*y-4"y"2))"k-2* (-2 (K) *y/ (X "2+ 3" x*y-4*y 2) +(1) " (X+3y)/(x "2+ 3*X™y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3*x*y-4*y"2))*, P-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-
(K)*y/(x"2+3*Xx*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*X*y-4"y"2))*Kk-((K) *(X+3*y)/(x"2+3*X*y-4*y2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(t)*y/(x"2+3*Xx*y-4"y"2))*t-(-2* (K) "y/ (X "2+3*X*y-

4%y 2)+(1)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-2* (1) *y/(x"2+3*X*y-4*y 2) ) *k-2*(-

2% (K)*y/(x"2+3*X*y-4*y 2)+ (1) *(Xx+3*y)/ (X 2+3*X*y-4*y"2)-2* (1) "y/ (X "2+ 3*X *y-4*y 2)) "1,
S-2"((K)*(x+3"y)/(x"2+3*x*y-4"y"2)-(K)"y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(1)"y/(x"2+3*X"y-
4*y"2))*K-3*(-2%(K)*y/(x"2+3*X*y-4"y"2) + (1) *(x+3*y)/ (X "2+ 3*X*y-4*y2)-

2% (1) *y/(x"2+3*X*y-4*y"2))*,
2/625-2*((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2)-3* (1) *y/(Xx"2+3*X*y-
4*y 2)) 1-2%(-2%(K) *y/ (X 2+3*X*y-4"y A2) +(1) *(X+3*y)/ (X "2+ 3*X*y-4*y2)-

2% (1) *y/ (X 2+3*x*y-4*y"2))*k-(-2* (K) Y/ (X"2+3*X*y-4*y 2) +(1) * (X +3*y)/ (X "2+3*X*y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3*x*y-4*y"2))*1, h-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(t)*y/(x"2+3*x*y-4"y"2))*Kk-((K) " (X+3*y)/ (X "2+3*X*y-4*y2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3* (1) *y/(x"2+3*X*y-4"y"2))*t-(-2*(K) "y/ (X "2+3*X*y-

4%y 2)+(1)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-2* (1) *y/(x"2+3*X*y-4*y 2) ) *k-2*(-
2*(K)"y/(x"2+3*x*y-4*y 2)+(1)* (x+3"y)/ (X 2+3*X*y-4"y"2)-2* (1) *y/ (X 2+3*X*y-4"y"2) ) *,
P-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4"y"2)-(K)*y/(x"2+3*X*"y-4*y 2)-3*(t)*y/(x2+3*X*y-

4%y 2))*Kk-((K)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y 2)-3*(1)*y/ (x"2+3*X*y-
4*y " 2))*t-(-2%(K) *y/(X"2+3*X*y-4"yA2) +(1) *(X+3*y)/ (X "2+ 3* X *y-4*y2)-

2% (1) *y/(x"2+3*x*y-4*y"2))*k-2*(-2* (K) *y/ (x "2+ 3*x*y-4*y 2) + (1) * (X +3*y)/(x"2+3*X*y-
47y"2)-2*(1)"y/(x"2+3"x"y-4"y"2))"]

[2/625-2%((K)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y 2)-(K)*y/(x"2+3*Xx*y-4*y"2)-3*(1) *y/(X"2+3*X*y-
4*y 2)) 1-2%(-2%(K) *y/ (X 2+3*X*y-4"y"2) +(1) * (X+3*y)/ (X "2+ 3*X*y-4*y2)-

2% (1) *y/(x"2+3*x*y-4*y"2))*k-(-2* (K) Y/ (X"2+3*X*y-4*y 2) +(1) * (X +3*y)/ (X "2+3*X*y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3*x*y-4*y"2))*1, P-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(t)*y/(x"2+3*x*y-4"y"2))*Kk-((K) " (X+3*y)/ (X "2+3*X*y-4*y2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(t)*y/(x"2+3*x*y-4"y"2))*t-(-2* (K) "y/ (X "2+3*X*y-

—_~ o~



4*y 2)+(1)* (Xx+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-2* (1) *y/(x"2+3*X*y-4*y 2) ) "k-2*(-

2% (K)*y/(x"2+3*X*y-4*y 2)+ (1) *(Xx+3*y)/ (X 2+3*X*y-4*y"2)-2* (1) "y/(x "2+ 3*x *y-4*y"2)) "1,
h-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2)-3*(t) *y/(X"2+3*X*y-
47y 2))*K-((K)* (x+3"y)/(x"2+3*x*y-4"y"2)-(K)"y/(x2+3*x*y-4*y 2)-3*(1)*y/(x"2+3*X*y-
4*y 2))*t-(-2%(K)*y/(X"2+3*X*y-4"yA2) +(1) *(X+3*y)/ (X "2+ 3* X *y-4*y2)-

2% (1) *y/(x"2+3*x*y-4*y"2))*k-2* (-2* (K) *y/ (x "2+ 3*x*y-4*y 2) + (1) * (X +3*y)/(x"2+3*X*y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3*x*y-4*y"2))*1,
2/625-2*((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2)-3* (1) *y/(x"2+3*X*y-
4*y 2)) 1-2%(-2%(K) *y/ (X 2+3*X*y-4"y "2) +(1) *(X+3*y)/ (X "2+ 3*x*y-4*y2)-

2* (1) y/(x"2+3*Xx*y-4"y"2)) K- (-2*(K) *y/ (X 2+3*X*y-4"yA2) +(1) " (x+3*y)/ (X "2+ 3" X*y-
47y"2)-2*(1)"y/(x"2+3"x"y-4"y"2))"t, P-((K)*(x+3*y)/(x"2+3"X"y-4"y"2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*X*y-4"y"2))*k-((K) *(X+3*y)/(x"2+3*X*y-4*y2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(t)*y/(x"2+3*Xx*y-4"y"2))*t-(-2* (K) "y/ (X "2+3*X*y-

4%y 2)+(1)* (Xx+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-2* (1) *y/(x"2+3*X"y-4*y 2) ) "k-2*(-

2% (K)*y/(x"2+3*X*y-4*y 2)+ (1) *(x+3*y)/ (X 2+3*X*y-4*y"2)-2* (1) y/(x "2+ 3*x *y-4*y"2)) "1,
p-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y 2)-3* (1) *y/(x"2+3*X*y-
4*y"2))*Kk-((K)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K) *y/(x"2+3*x*y-4*y 2)-3*(1)*y/ (x"2+3*X*y-
4*y 2))* - (-2%(K) *y/ (X 2+3*X*y-4*yA2) +(1) *(x+3*y)/ (X "2+ 3* X *y-4*y"2)-
2*()*y/(x"2+3*Xx*y-4"y"2))"k-2* (-2 (K) *y/ (X "2+ 3*x*y-4*y 2) + (1) * (X+3*y)/(x "2+ 3*X™y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3"x*y-4*y"2))*1,
2/625-2*((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2)-3* (1) *y/(x"2+3*X*y-
4*y 2)) 1-2%(-2%(K) *y/ (X 2+3*X*y-4"y "2) +(1) * (X+3*y)/ (X "2+ 3*x*y-4*y2)-

2* (1) y/(x"2+3*Xx*y-4"y"2)) K- (-2*(K) *y/ (X 2+3*X*y-4"yA2) +(1) " (x+3*y)/ (X "2+ 3" X*y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3"x*y-4*y"2))*1,
S-2*((K)*(x+3*y)/(x"2+3*X*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*X*y-
4*y"2))*K-3*(-2%(K)*y/(x"2+3*X*y-4"y"2) + (1) *(x+3*y)/ (X "2+ 3*X*y-4*y2)-

2% (1)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2))*, h-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*X*y-
4*y"2)-3*(1)"y/(x"2+3*x*y-4*y 2))*Kk-((K)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K) *y/(x "2+ 3*X™y-
4*yn2)-3*(1)"y/(x"2+3*x*y-4*y 2))t-(-2*(K) *y/ (X "2+3*X*y-

4%y 2)+(1)* (Xx+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-2* (1) *y/(x"2+3*x*y-4*y 2) ) "k-2*(-

2% (K)*y/(x"2+3*X*y-4*y 2)+ (1) *(Xx+3*y)/ (X 2+3*X*y-4*y"2)-2* (1) "y/ (X "2+ 3*X *y-4*y"2)) 1,
P-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y 2)-3* (1) *y/(x"2+3*X*y-

4*y " 2))*K-((K)* (x+3"y)/(x"2+3*x*y-4"y"2)-(K)"y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*X"y-
4*y " 2))*t-(-2%(K)*y/(X"2+3*X*y-4"yA2) +(1) *(X+3*y)/ (X "2+ 3* X *y-4*y2)-



2% (1) Y/ (X 2+ 3*X*y-4*YA2) ) k-2 (-2* (K) 'Y/ (X 2+ 3*X*y-4*yA2) + (1) (x+3*Y)/ (X 2+ 3*X*y-
4*y"2)-2*(1)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2))*1]

[2/625-2%((K)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y 2)-(K)*y/(x"2+3*Xx*y-4*y"2)-3*(1) *y/(X"2+3*X*y-
4*y 2))1-2%(-2% (K) *y/ (X 2+3*X*y-4"y A2) +(1) * (X+3*y)/ (X "2+ 3*X*y-4*y2)-

2% (1) *y/ (X 2+3*x*y-4*y"2))*k-(-2* (K) Y/ (X"2+3*X*y-4*y 2) +(1) * (X +3*y)/ (X "2+3*X*y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3"x*y-4*y"2))*1, P-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*X*y-4*y"2)-
(K)*y/(x"2+3*Xx*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*X*y-4"y"2))*k-((K) * (X+3*y)/ (X "2+3*X*y-4*y2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3* (1) *y/(x"2+3*X*y-4"y"2))*t-(-2* (K) "y/ (X "2+3*X*y-

4%y 2)+(1)* (Xx+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-2* (1) *y/(x"2+3*x*y-4*y 2) ) "k-2*(-

2% (K)*y/(x"2+3*X*y-4*y 2)+ (1) *(x+3*y)/ (X 2+3*X*y-4*y"2)-2* (1) y/ (X "2+ 3*x *y-4*y 2)) "1,
2/625-2*((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2)-3* (1) *y/(x"2+3*X*y-
4*yN2))1-2%(-2%(K) *y/ (X 2+3*X*y-4"y A2) +(1) * (X+3*y)/ (X "2+ 3*X"y-4*y2)-

2* (1) y/(x"2+3*Xx*y-4"y"2)) K- (-2*(K) *y/ (X 2+3*X*y-4"yA2) +(1) " (x+3*y)/ (X "2+ 3" X*y-
47y"2)-2"(1)"y/(x"2+3"x"y-4"y"2))"t, P-((K)*(x+3"y)/(x"2+3"X"y-4"y"2)-
(K)*y/(x"2+3*Xx*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*X*y-4"y"2))*k-((K) *(X+3*y)/(x"2+3*X*y-4*y2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3* (1) *y/(x"2+3*X*y-4"y"2))*t-(-2* (K) "y/ (X "2+3*X*y-

4%y 2)+(1)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-2* (1) *y/(x"2+3*X*y-4*y 2) ) *k-2*(-
2*(K)"y/(x"2+3*x*y-4*y 2)+(1)* (x+3"y)/ (X 2+3*X*y-4"y"2)-2* (1) *y/ (X 2+3*X*y-4"y"2))*,
P-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4"y"2)-(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y 2)-3*(t)*y/(x2+3*X*y-

4%y 2))*Kk-((K)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y 2)-3*(1)*y/ (x"2+3*X*y-
4*y 2)) -(-2%(K) *y/ (X 2+3*X*y-4*yA2) +(1) *(x+3*y)/ (X "2+ 3*X*y-4*y"2)-
2*()*y/(x"2+3*Xx*y-4"y"2))"k-2* (-2 (K) *y/ (X "2+ 3*x*y-4*y 2) +(1) * (X+3*y)/(x "2+ 3*X™y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3"x*y-4*y"2))*1,
2/625-2*((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2)-3* (1) *y/(x"2+3*X*y-
4*yN2))1-2%(-2%(K) *y/ (X 2+3*X*y-4"y A2) +(1) * (X+3*y)/(X"2+3*X"y-4*y2)-

2% (1) *y/ (X 2+3*x*y-4*y"2))*k-(-2* (K) Y/ (X"2+3*X*y-4*y 2) +(1) * (X +3*y)/ (X "2+3*X*y-
4*yn2)-2*(1)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2))*, h-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(t)*y/(x"2+3*x*y-4"y"2))*Kk-((K) " (X+3*y)/ (X "2+3*X*y-4*y2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(t)*y/(x"2+3*Xx*y-4"y"2))*t-(-2* (K) "y/ (X "2+3*X*y-

4%y 2)+(1)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-2* (1) *y/(x"2+3*X*y-4*y 2) ) *k-2*(-

2% (K)*y/(x"2+3*X*y-4*y 2)+ (1) *(Xx+3*y)/ (X 2+3*X*y-4*y"2)-2* (1) y/(x "2+ 3*x *y-4*y"2)) 1,
h-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2)-3*(t) *y/ (X" 2+3*X*y-

4*y " 2))*K-((K)* (x+3"y)/(x"2+3*x*y-4"y"2)-(K)"y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*X*y-
4*y2))*t-(-2%(K) *y/(X"2+3*X*y-4"yA2) +(1) *(X+3*y)/ (X "2+ 3* X *y-4*y2)-



2*()*y/(x"2+3*Xx*y-4"y"2))"k-2* (-2 (K) *y/ (X "2+ 3*x*y-4*y 2) +(1) " (Xx+3*y)/(x "2+ 3*X™y-
47y"2)-2*(1)"y/(x"2+3"x"y-4"y"2))"t,
S-2*((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*X*y-
4*y"2))*K-3*(-2%(K)*y/(x"2+3*X*y-4"y"2) + (1) *(x+3*y)/ (X "2+ 3*X*y-4*y2)-
2*()*y/(x"2+3*x*y-4"y"2))*, P-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*Xx*y-
4*y"2)-3*(1)"y/(x"2+3*x*y-4*y 2))*k-((K)* (X +3*y)/ (X 2+3*x*y-4*y"2)-(K) *y/(x "2+ 3*X™y-
4*yn2)-3*(1)"y/(x"2+3*x*y-4*y 2)) - (-2*(K) *y/ (X "2+3*X*y-
4%y 2)+(1)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-2* (1) *y/(x"2+3*X*y-4*y 2) ) *k-2*(-

2% (K)*y/(x"2+3*X*y-4*y 2)+ (1) *(X+3*y)/ (X 2+3*X*y-4*y"2)-2* (1) *y/(x"2+3*x *y-4*y"2)) 1]

-3
-3

[2/625-2%((K)*(x+3*y)/(x"2+3*X*y-4*y 2)-(K)*y/(X"2+3*Xx*y-4*y"2)-3*(1) *y/(X"2+3*X*y-
4*y 2)) 1-2%(-2%(K) *y/ (X 2+3*X*y-4"y A2) +(1) * (X+3*y)/ (X "2+ 3*X*y-4*y2)-

2* (1) y/(x"2+3*Xx*y-4"y"2)) K- (-2*(K) *y/ (X 2+3*X*y-4"yA2) +(1) " (x+3*y)/ (X "2+ 3" X*y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3"x*y-4*y"2))*1,
2/625-2*((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2)-3* (1) *y/(Xx"2+3*X*y-
4*y 2)) 1-2%(-2%(K) *y/ (X 2+3*X*y-4"y "2) +(1) * (X+3*y)/ (X "2+ 3*x*y-4*y2)-

2% (1) *y/ (X 2+3*x*y-4*y"2))*k-(-2* (K) Y/ (X"2+3*X*y-4*y 2) +(1) * (X +3*y)/ (X "2+3*X*y-
4*yn2)-2*(1)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2))*, P-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*x*y-4"y"2))*Kk-((K) " (X+3*y)/ (X "2+3*X*y-4*y2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(t)*y/(x"2+3*Xx*y-4"y"2))*t-(-2* (K) "y/ (X "2+3*X*y-

4%y 2)+(1)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-2* (1) *y/(x"2+3*X*y-4*y 2) ) *k-2*(-

2% (K)*y/(x"2+3*X*y-4*y 2)+ (1) *(x+3*y)/ (X 2+3*X*y-4*y"2)-2* (1) "y/(x "2+ 3*X *y-4*y"2)) "1,
h-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2)-3*(t) *y/ (X" 2+3*X*y-

4*y " 2))*K-((K)* (x+3"y)/(x"2+3*x*y-4"y"2)-(K)"y/(x"2+3*x*y-4*y 2)-3*(1)*y/(x"2+3*X*y-
4*y 2)) - (-2%(K) *y/ (X 2+3*X*y-4*yA2) +(1) *(X+3*y)/ (X "2+ 3*X*y-4*y"2)-
2*(1)*y/(x"2+3*Xx*y-4"y"2))"k-2* (-2 (K) *y/ (X "2+ 3*x*y-4*y 2) +(1) * (X+3*y)/(x "2+ 3*X™y-
47y"2)-2"(1)"y/(x"2+3"X"y-4"y"2))"t,
2/625-2*((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2)-3* (1) *y/(x"2+3*X*y-
4*yN2))1-2%(-2%(K) *y/ (X 2+3*X*y-4"y A2) +(1) * (X+3*y)/ (X "2+ 3*X"y-4*y2)-

2* (1) y/(x"2+3*Xx*y-4"y"2)) K- (-2*(K) *y/ (X 2+3*X*y-4"yA2) +(1) " (x+3*y)/ (X "2+ 3*X*y-
4*yn2)-2*(1)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2))*, h-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-
(K)*y/(x"2+3*Xx*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*X*y-4"y"2))*Kk-((K) *(X+3*y)/(x"2+3*X*y-4*y2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(t)*y/(x"2+3*Xx*y-4"y"2))*t-(-2* (K) "y/ (X "2+3*X*y-

4%y 2)+(1)* (Xx+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-2* (1) *y/(x"2+3*X"y-4*y 2) ) "k-2*(-
2*(K)"y/(x"2+3*x*y-4*y 2)+(1)* (x+3"y)/ (X 2+3*X*y-4"y"2)-2* (1) *y/ (X 2+3*X*y-4"y"2) ) *,



P-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4"y"2)-(K)*y/(x2+3*x*"y-4*y2)-3*(t)*y/(x"2+3*X*y-
4%y 2))*Kk-((K)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K) *y/(x"2+3*x*y-4*y 2)-3*(1)*y/ (x"2+3*X*y-
4*y 2))-(-2%(K) *y/ (X 2+3*X*y-4*yA2) +(1) *(x+3*y)/ (X"2+3* X *y-4*y"2)-
2*()*y/(x"2+3*Xx*y-4"y"2))"k-2* (-2 (K) *y/ (X "2+ 3*x*y-4*y 2) +(1) * (X+3*y)/(x "2+ 3*X™y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3"x*y-4*y"2))*1, P-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*x*y-4"y"2))*k-((K) *(X+3*y)/ (X "2+3*X*y-4*y2)-
(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(t)*y/(x"2+3*Xx*y-4"y"2))*t-(-2* (K) "y/ (X "2+3*X*y-
4%y 2)+(1)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-2* (1) *y/(x"2+3*X*y-4*y 2) ) *K-2*(-
2% (K)*y/(x"2+3*X*y-4*y 2)+ (1) *(x+3*y)/ (X 2+3*X*y-4*y"2)-2* (1) "y/ (X "2+ 3*x *y-4*y 2)) "1,
P-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4"y"2)-(K)*y/(x2+3*x*y-4*y2)-3*(t)*y/(x"2+3*X*y-
4*y"2))*Kk-((K)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K) *y/(x"2+3*x*y-4*y 2)-3*(1)*y/ (x"2+3*X*y-
4*y 2)) - (-2%(K) *y/ (X 2+3*X*y-4*yA2) +(1) *(x+3*y)/ (X "2+ 3*X*y-4*y"2)-
2*(1)*y/(x"2+3*Xx*y-4"y"2))"k-2* (-2 (K) *y/ (X "2+ 3*x*y-4*y 2) + (1) * (X+3*y)/(x "2+ 3*X™y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3"x*y-4*y"2))*1,
S-2*((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*X*y-
4*y"2))*K-3*(-2%(K)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2) +(1)*(x+3*y)/(X"2+3*X*y-4*y2)-
2°(1)"y/(x"2+3"X"y-4"y"2))"]

Matriste yer alan degerlerin iglem kolayhgi ac¢isindan kodlanmasi;

cl= s-2°((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2)-3*(t) *y/(x"2+3*X*y-
4*y"2))*Kk-3*(-2%(K)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2) +(1)*(x+3*y)/(X"2+3*X*y-4*y2)-
2*()*y/(x"2+3*x*y-4"y"2))"t

c2 = p-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2)-3*(t) *y/(x"2+3*X*y-
4*y " 2))*K-((K)* (x+3"y)/(x"2+3*x*y-4"y"2)-(K)"y/(x"2+3*x*y-4*y"2)-3*(1)*y/(x"2+3*X*y-
4*y 2)) - (-2%(K) *y/ (X 2+3*X*y-4*y"2) +(1) *(x+3*y)/ (X"2+3*X*y-4*y"2)-

2% (1) *y/(x"2+3*x*y-4*y"2))*k-2* (-2* (K) *y/ (x"2+3*x*y-4*y 2) + (1) * (x+3*y)/(x"2+3*X*y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3*x*y-4*y 2))*t

c3 = h-((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2)-3*(t) *y/(x"2+3*X*y-
4*y"2))*Kk-((K)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K) *y/(x"2+3*x*y-4*y 2)-3*(1)*y/ (x"2+3*X*y-
4*y 2)) - (-2%(K)*y/(X"2+3*X*y-4"yA2) +(1) " (X+3*y)/ (X "2+ 3* X *y-4*y2)-
2*(1)*y/(x"2+3*Xx*y-4"y"2))"k-2* (-2 (K) *y/ (X "2+ 3*x*y-4*y 2) +(1) * (X+3y)/(x "2+ 3*X™y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3*x*y-4*y 2))*t



c4 = 2/625-2*((K)*(x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-(K)*y/(x"2+3*X*y-4*y"2)-
3*()*y/(x"2+3*Xx*y-4*y"2))*t-2* (-2* (K)*y/ (X "2+3*X*y-4*y 2)+ (1) * (x+3*y)/ (X" 2+3*X*y-
4*yn2)-2*(1)"y/(x"2+3*x*y-4*y 2))*Kk-(-2*(K)*y/(x"2+3*X*y-

4%y 2)+(1)* (x+3*y)/(x"2+3*x*y-4*y"2)-2* (1) *y/(x"2+3*x*y-4*y 2)) "t

Kodlamalar sonucu olusan B - C*A~!*C matrisi;

cl ¢c2 ¢3 ¢c2 ¢c2 ¢2 c3 c4 ¢4 c4
c2 cl c2 ¢c3 ¢c3 c4 c4 c2 c2 c4
€3 ¢c2 ¢l c2 ¢4 c2 c4 c3 c4 c2
c2 ¢c3 c2 cl c4 c4 c2 c4 c2 c3
c2 ¢c3 c4 c4 cl c3 c2 c2 c2 c4
c2 ¢4 c2 c4 ¢c3 ¢l c2 c2 c4 c3
c3 c4 c4 c2 c2 c2 cl c4 c3 c2
c4 ¢c3 ¢3 ¢4 c2 ¢c2 c4 cl c3 c2
c4 ¢c3 c4 c2 c2 c4 c3 ¢c3 cl c2
c4 c4 c2 ¢c3 c4 c3 c2 c2 c2 cl

seklinde olup B - C™*A~! *C matrisinin determinanti;

-(c1+4*c2+3*c4+2*c3)*(-c1+4*c2-c4-2*c3)*(c2"2-2*c2*c4+c1*c3+2*c4"2-
c172+c1*c4+c3"2-3*c4*c3)"4

|A|*B —C*A™!' *C| nin degeri yapilan tim kodlamalar agildiktan sonra




A

olarak elde edilir.

B—C™A~! * C| = 640(—2a — 2b + 5ab — 2d + 5ad + 5db)>

(-ad-db +ab)?(a—b)®(@a*d* +a*b*
+2a*b2d? —a*bd® —a*b’d

+a%b3d? —2a’d’> —a’b*d+2a’bd* —2a%0%d?
+ab’d* +d%? —2a%b3d> —d’a’b
+2a%0*d? —d’ab? —b*ad® +2b3ad* +b*d*

+d%? - 203d%)*



