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YEMIN METNIi

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum ** Pearson Diferansiyel Denkleminin
Paydasindaki Polinomun Derecesi Ile Ortaya Cikan f(x) Olasiik Yogunluk
Fonksiyonunun Biikiim Noktalarimn Sayis1 fle Olan Iiliskisinin Polinom

Uzerinden Kurulmasi " adli calismanin, tarafimdan, akademik kurallara ve etik

degerlere uygun olarak yazildigim1 ve yararlandigim eserlerin kaynakcada
gosterilenlerden olustugunu, bunlara atif yapilarak yararlanilmis oldugunu belirtir ve

bunu onurumla dogrularim.

Merve Giilnur BALLI

Imza



OZET
Yiiksek Lisans Tezi
Pearson Diferansiyel Denkleminin Paydasindaki Polinomun Derecesi ile Ortaya
Cikan f(x) Olasihk Yogunluk Fonksiyonunun Biikiim Noktalarinin Sayisi ile
Olan {liskisinin Polinom Uzerinden Kurulmasi

Merve Giilnur BALLI

Dokuz Eyliil Universitesi
Sosyal Bilimler Enstitiisii
Ekonometri Anabilim Dah

Ekonometri Program

Istatistikte elimizde bulunan veriler gruplandiginda bir frekans dagilimi
belirtir. Bu frekans dagilimi net bir egri iizerinde c¢ikabilir, bu egri
matematiksel bir egri olarak gosterilir ise frekans dagihim kolayca tespit
edilebilir. Bu frekans dagilimim1 veren egriler icin en yaygin olarak kullanilan
on iki farkh egri tipine sahip olan Pearson Tip egrilerdir.

Bu calismada Pearson Diferansiyel denklemini saglayan Pearson Tip
egrilerinin iliskili oldugu ortogonal polinomlar ve bu ortogonal polinomlarin
ozellikleri incelenmistir. Pearson Diferansiyel denklemini saglayan fonksiyon
uygun araliklar iizerinde ortogonal polinom sistemleri i¢in agirhk fonksiyonu
olarak ozel 6nem tasir. Pearson Tip egrileri ve polinomlar arasindaki iliski ifade
edilerek, egrinin biikiim noktalariin sayisi ile olan iliskisi polinom iizerinden

kurulmustur.

Anahtar Kelimeler: Biikiim Noktalari, Ortogonal Polinom, Pearson Diferansiyel

Denklemi



ABSTRACT
Master's Thesis
Enabling The Relationship Between The Polynomial Degree Of The
Denaminator Of Pearson Differantial Equation And The Number Of inflextion

Points Of Density Function Which Appears Through That Degree By Polinom

Merve Giilnur BALLI

Dokuz Eyliil University
Graduate School of Social Sciences
Department of Econometrics

Econometrics Program

In statistics, the datas on our hands indicate a frequency distribution
when they are grouped. This frequency distribution can exist on a certain curve.
If this curve is showed as a mathematical curve, the frequency distribution can
easily fixed. The most widespread type of curve giving this frequency
distribution is Pearson type curves with different twelve types.

In this work, orthogonal polynomials associated with Pearson Type
curves satisfying Pearson differantial equation as a weight function carry a
special weight with orthogonal polynomial systems on suitable intervals.By
expressing relation between Pearson Type curves and polynomials, the relation

with number of the inflextion point of curves is constituted on the polynomial.

Keywords: Inflextion Points, Orthogonal Polynomial, Pearson

Differantial Equation
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GIRIS

Istatistikte elimizde bulunan verilerin frekans dagilimi net bir egri iiz-
erinde ¢ikabilir, bu egri matematiksel bir egri olarak gosterilirse bu frekans dagilimi
kolayca tespit edilebilir. Bu frekans dagilimini veren egriler i¢in en yaygin olarak
kullanmilan 12 farkhi egri tipine sahip olan Pearson Tipi egrilerdir, bu egrilerin
denklemlerden nasil elde edildigi ve egrilerin diferansiyel denklemleri gtz 6niinde
bulundurularak incelendi(Hildebrant,1931 : 393).

12 farkl egri igerisinde Jacobi polinomlarini igeren Tip I ve Tip I egrisinin
ozel bir olay1 olan Tip II; Hermite polinomlarinin kullanimini gerektiren hatanin
normal egrisi olarak adlandirilan 7ip VII, Laguerre polinomlarini iceren Tip 111 ile
iligkili oldugu goriiliir(Hildebrant,1931:396).

Karl Pearson tarafindan Pearson diferansiyel denklemi; ag, a1, by, b1, bs

sabitler olmak iizere;

ldy ao + a1x
ydr by + bix + byx?

ifade edilmistir(Jackson, 1941 : 142).

Pearson diferansiyel denklemi pay1 birinci dereceden ve paydasi ikinci
dereceden bir polinomdur. y = f(z) fonksiyonunun istatistiksel ifadesi Pear-
son diferansiyel denklemini saglayan teorik olasilik yogunluk fonksiyonudur.Bu
fonksiyon uygun araliklar iizerinde ortogonal polinom sistemleri i¢in agirlik fonksiy-
onu olarak zel snem tagir (Jackson, 1941 : 147).

Pearson diferansiyel denklemini saglayan olasilik yogunluk fonksiyonunun
ortogonal polinomlar ile iligkisi ve bu ortogonal polinomlarin gesitli 6zellikleri bu
calismada incelenmeye caligildi. Pearson diferansiyel denklemindeki sabitler, go-
zlenmig verilerden elde edilen ilk dort moment p fi1 pi5 13 bilinmesi halinde ag,
bo, b1, by degerleri Momentler Metodu yardim ile bulunur ve ilk dért momentin
bilinmesi ile yer 6l¢iisii olan aritmetik ortalama, degisim 6l¢iisii olan varyans, sekil
parametreleri olan basiklik ve ¢arpiklik degerleri bulunur. ag, by b1, by sabitlerinin

bilinmesi halinde, Pearson diferansiyel denkleminin paydasindaki polinomun kok-



lerinin durumuna gore dagilig tipleri elde edilir.

Ortogonal polinomlarin 6zel tiirleri olan Hermitte, Jacobi ve Laguerre
polinomlar1 i¢in n polinomun derecesini gostermek {izere ve k£ herhangi bir reel
say1 olmak iizere Hermite polinomu i¢in £ = 0 durumunda P,(z), Jacobi ve La-
guerre polinomlari igin P,(k, z) genel ifadeleri altinda elde edilen rekiirans bagin-
tilaria gore incelendi. Pearson diferansiyel denkleminin paydasinin ve P, (k, )
lerin ortak kokleriyle olan iligkisi, bu 6zel polinomlarin kokleriyle olan iligkisi
ve elde edilen rekiirans bagintilarindan bu 6zel polinomlarin derecesi ve Pearson
diferansiyel denkleminin paydasindaki polinomun derecesi ile ortaya ¢ikan olasilik
yogunluk fonksiyonunun biikiim noktalariyla olan iligkisinin polinom iizerinden

kurulmasi incelenmeye caligildi.



BiRINCi BOLUM
PEARSON DIiFERANSIYEL DENKLEMIi

1.1.PEARSON DIiFERANSIYEL DENKLEMi VE MOMENTLER
METODU

Pearson diferansiyel denklemi Karl Pearson tarafindan

ldy ap + arx
ydr by 4 b1z + bya2

(1.1)

seklinde ifade edilmigtir.

ag = a, a; = 1 i¢in Pearson diferansiyel denklemi;

Idy T+ a
ydr by + bz + boa?

dir.
Teorik yogunluk fonksiyonu f(x) olmak iizere;
Pe) _ (a+a)f()
dx by + bix + byx?
dir.
Pearson diferansiyel denklemi dj;(j) = 0 olmas1 durumu z = —a iken

gergeklegir ve f(x) fonksiyonuna tek modludur denir, f(z) fonksiyon 0’a esit
olmasi durumundadir ve x sans degiskeninin siir noktalarinda fonksiyon ve z
ekseni arasinda diiz bir temas olmas istenir, bu durumda f(x) = 0 olmas1 du-
rumu ihmal edilir. Pearson diferansiyel denkleminin genel ¢oziimii elde edilirken
gozlenmis verilerden elde edilen ilk dort momentin bilinmesi halinde a, by, b1, bs
momentler cinsinden ifade edilir ve Pearson diferansiyel denklemi ¢oziiliir. Pear-
son diferansiyel denklemine Momentler Metodu yéntemi kullanilarak sabitler ifade
edildi . Parametre degerleri ile belirli bir tipi iligkilendirmek i¢in diferansiyel
denklemin parametrelerini ilgili tipin parametrelerine gore ifade etmek gerek-

lidir,., Pearson bunu gergeklestirmek icin Momentler Metodunu kullanmigtir.

3



(b0+b1x+ng2)% = (z—a)y seklindeki diferansiyel denkleminin z sans degiskenin
sinirlar: 7 ve s olmak iizere momentler metodu uygulanir, denklemin her iki tarafi
z™ ile garpilir,Pearson diferansiyel denkleminin integrali alinir(Diindar,2012:3).

r

Esitligin sol tarafi [2"(by+ b1z +by2?) % ve sag tarafi [2"(z —a)f(v)dx

ifadelerinin integrallenmesi ile esitligin sag tarafi [2"(v —a)f(z)dz = ., — apu,

ve sol tarafi ise —nbop,_y — (n+ )by, — (n+ 2)u,,,; elde edilir.
Esitligin iki tarafindan elde edilen degerler yazildiginda

—nbofty g — (04 D)bagy, = (04 2)bopty g = fhyy — gy, (1.2)

oldugu goriiliir.n = 0,1, 2, 3 icin yukaridaki elde edilen denklemden ilk dért mo-
mentin var oldugu kabulii ile (1.2) denkleminden agagidaki degerler elde edilir;
Bu denklem sisteminde a, by by, by°yi elde etmek igin lineer dogrusal den-

klem sistemlerinin matrisler ile ¢6ziimii uygulanir. Bu kurala gore a, by b1, ba;

12 !/ !/ ! / / 13 ’ !/ !/ ’ 12 12 ! ! !
204y poftg + 1340y piopty — 120y prg — iy fly — Bpiy iy — 3pig pig — fighy
’ 2 2 ro ror 2 3 2
18415 — 6y iy — 10puppty — 32pa1 propiy + 107y fuy + 8y iy + 1245
/2 ! / 12 !/ / / 12 / / 2 /2 ’ 12 /
Aty oy — 3higfly — iy gty — 3pby Pohts + Apy i — iy g fig

moo 18415 — 641 1y — 104ty — 324y pypry + 10yt piy + Spay piy + 1241y
b — (8145 patts + 7ﬂ2'1ﬂ'2u11 — 6y g — Bpy s — 2//12;%,2 — By 4y Mlsﬂé);

18415 — 6y iy, — 10puply — 32411 iy + 10y iy + 8py iy + 12413
b, = Bty + 6415 + 4405 1y + 205 iy — 34074y — 104 gty — 2yt

L8415 — 61y iy — L0pupuly — 3241y gty + 104y gy + Sty + 120
Pearson dagilis sistemindeki dagilis tiplerini diferansiyel denklemin pay-
dasindaki fonksiyonun koklerine gore tanimlamigtir. Fonksiyonun iki koke sahip
oldugu durumlar ana tipleri tanimlamaktadir;

- Kokler reel ve farkl igaretli ise Tip [

- Kokler reel ve ayni igaretli iseler Tip VI

- Kokler karmagik ise Tip IV (Diindar, 2012 : 7).

Geriye kalan dagilis tiplerini Pearson gecis tipleri olarak ifade etmistir,



Pearson dagiliminin belirlenmesinde gozlenmis verilerden elde edilen ilk dort

momentin bilgisi altinda belirlenmesi gerekli olan diferansiyel denklem parame-

trelerinin sayis1 ve Pearson diferansiyel denkleminin paydasindaki polinomun kok-

lerinin aldig1 degerlere gore dagilis tipleri

0,61 = 0,bs = 0 — Normal dagilim,
0,01 #0,bo =0— Tip I[1I, X

0,b1 = 0,by £ 0 — Tip 11, VII,

RN N NS

0,y #0,b0 #0— Tip I, IV, V, VI, VIII, IX, XI, XII.

seklindedir (Diindar, 2012 : 11).

dir.

Paydada karesel bir fonksiyonunun yer aldigi b, # 0 i¢in genel ¢oziim,

Yo (-a)f@)
dx by + bix + byx?
(x —a)f(z)
by(% + P+ 2?)
(x—a)f(z)

ba(x —711) (T — 19)

Koklerin parametreler cinsinden ifadeleri;



by £ /07 — dboby

2bs
Yo) (-
dx ba(x —71) (T — 13)
fl@) =y
dy (z —a)y
dx ba(x — r1)(x — 1r9)
G-
y dx ba(x — 1r1)(x — 1r9)
Jamy = [ _(xrl)(‘g_mdx
1 (x —by)

- E‘[ (x —r)(z — m)dm

by = :<xf—hn>+<x/—12m>]dx
- Ly
= o e
dir.

Ay =0z Ay == Buyradax > — v —r| =2 -0 <1y —
ri—ro’ r1—"ro )

|z — 1o = ro — x olup A;, Ay ve by degerleri yerine yazilarak

A Ay
y = K(x—r)%(x—r)h
m; = E
moe = E

bulunur (Diindar, 2012 : 13).Kéklerin reel kok, kompleks kok olmasi ya da kok-



lerin ayn1 veya farkli igsaretli olmasi durumlarina gore ¢oziimler elde edilir.

1.2. PEARSON DIiFERANSIYEL DENKLEMi VE ORTOGONAL
POLINOMLAR ILE iLiSKiSi

u = (uyus,uz) ve v = (vy,vq,v3); R¥te iki vektor olsun. Iki vektoriin
skalar ¢arpimi, vektorlerin herbirinin biiyiikliigiine bagh oldugu gibi, vektorler

arasindaki 6 acisinin degerine de baghdir. Ornegin
3
wo = (u,v) = > u;.v; = |ul [v|cosf
i=1

6 = 0° durumunda ¢arpimin degeri maksimum ve # = 90° oldugunda ¢arpim sifir
olur (Aydm ve digerleri, 2005 : 418).

Vektorlerin birbirlerine dik olmalari fonksiyonlar iginde gegerlidir. Her-
hangi bir ¢ < < b araliginda tarif edilmis sonsuz sayida siirekli fonksiyondan
olusan {p,(x)}, n =1,2,3,... ailesinden alman herhangi iki fonksiyon, [a, b] ar-

aliginda bir r(z) fonksiyonuna gore ortogonal ise;

= enl)enr()de = 1

dir.

{p,(x)},n=1,2,3,... ailesine a < z < b aralhiginda r(z) fonksiyonuna
gore bir ortogonal set adi verilir. {¢,,(z)},n =1,2,3, ... fonksiyonlariin herbiri,
bir a < x < b arahginda r(z) fonksiyonuna gore normalize olmus ortogonal
fonksiyonlar ise {¢,,(z)} ailesine ortonormal set denir(Aydin ve digerleri, 2005 :
418).

Pearson diferansiyel denklemini saglayan Hermite, Jacobi ve Laguerre
polinomlar1 ortogonallik sartlarini saglar,bu polinomlarin rekiirans bagintilari,
ortonormal fonksiyonlar cinsinden seriye agilimi, diferansiyel denklemlerle olan

iligkisi alt bagliklarda incelenecektir.



1.2.1. Hermite Polinomu

Hermite polinomu; (—o0, co) araligl iizerinde ortogonaldir, agirlik fonksiy-
onu p(z) = e‘é 'dir. Pearson diferansiyel denkleminde teorik olasilik yogun-
luk fonksiyonunu saglayan agirlik fonksiyonu p(x)’in n. dereceden tiirevi ¢™ (x)
olarak ifade edilir. n. dereceden Hermite polinomunun gésterimi;

Ho(z) = (~1)"e% dy;ﬂf”)

seklindedir.

2
. . (v} . 71)7 . . .
Hermite polinomunun agirlik fonksiyonu olan e~z 'nin ardigik tiirevleri;

bulunur.
n . dereceden tiirev; ¢ (z) = (—1)”Hn(1’).e’§ ifadesidir. Elde edilen

ardisik tiirevlerin bilgisi altinda n. dereceden bir Hermite polinomunun n.dereceden

tiirevi alinmig olan agirlik fonksiyonu ile olan gosterimi; H,(x) = (— 1)".e§ .%
seklindedir veya bu ifade
1‘2
¢ (@) = (=1)"Hy(z).c™= (1.3)
seklinde de gosterilebilir. (1.3) ifadesinin tekrar tiirevinin alinmasi ile
¢ (@) = (1) o Hy () = Hy()]e” 7 (1.4)

denklemi elde edilir (Jackson, 1941 : 176).
(1.4) denkleminde x.H, (x) — H, (x) ifadesi (n + 1). dereceden bir poli-

n

nomdur. z.H,(r) — H,(z) ile yeniden ifade edilerek, n. dereceden Hermite poli-

nomunun tiirevinin alinmasi ile



H.(2) = (—1)"(z.e7 6™ () + 7 6D (z))

elde edilir ve bu elde edilen tiirev H,i(z) = x.H,(z) — H, (z) ifadesinde yerine

koyulmasi ile

Hy(x) = x.Hy(z) — H,(z)
= 2 (=1""() — [(-1)" [reT 6™ (@) + €T ()]]

Hys1(2) = (—1)"1e ¢ (z) (1.5)

elde edilir.
Hermite polinomlar: igin (—o0, 00) araliginda
-m < n igin
- m < n durumu ortogonallik ,
-~ m = n durumu polinomlarin normalize olma durumunu ifade eder. Hermite

polinomunun ortonormal olma durumu

o0

I = [ Hy(x).H,(z).¢(x)dx
700 2 2
= [ Hp(2).(—1)"e7 " (z)e = da
= (=) [ Hp(2).0" (z)dx
integrali ile incelenir. m. dereceden bir Hermite polinomunun n. dereceden agirlik

fonksiyonu olan ¢arpiminin integrali kismi integrasyon ile

I = (~1)"(Hoo) 6" (@) = [ 6" (2).H (a)de)

seklinde bulunur.

I esitliginin tekrar integralinin alinmasi ile



I= (1) [ 62 (). H, (a)de)

elde edilir ve m. dereceden integral alinmasi ile

I= (1) [ H ()60 (@)

buliunur (Jackson, 1941 : 177).
n —m > 0 ise birden fazla kismi integrasyon uygulamr. H,,(z); m.
Dereceden bir polinom olmasi sebebiyle H™(z) bir sabittir dolayisiyla H™ ! (z) =

0’ dir. H"(z) ile ¢" ™ (z)’in basit integrasyonu uygulanir ve ifade

I = (—1)”+m.7o c.o" " (x)dx

=0

sonucu ile Hermite polinom ailesinden alinan birbirinden farkli herhangi iki poli-
nomun ortogonallik sart1 sagladigi goriiliir. Diger bir ifadeyle (n—m) > 0 durumu

icin H,,(z) ve H,(z) Pearson diferansiyel denklemini saglayan agirlik fonksiyonu

22

p(x) =e"2 ’e gore (—oo, 00) araliginda diktir (Jackson, 1941 : 177).
Hermite polinomlarinin her birinin normunun 1’e egit olmasi i¢in polino-

mun normalize ¢carpani bulunur. m = n durumu normalize edilmig durumu

I = _T H,(z).H,(z).e” = dz

= T Hu(o)(~1)e% ¢ (@)e 7 du

= [ (=)"Hy(2).¢" (z)dx

—00

seklindedir.

Kismi integrasyon ile;
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I = (<1 | H@)e" ) 2, — [ 6 (e).H, (x)da

= (0 oI ). ()

n

n defa ardigik integralin alinmasi ile

(e 9]

I = (- [ 60 (@) (@)

n
—00

— [ $e)H (2)do

bulunur.
H,(z)=(=1)"ez ¢"(x), ¢(z) = e’g, H(z) = sabit ifadeleri goz 6niine

alinirsa

I = [ é(a).H (2)de
= n!?foe’%d:ﬂ

= nlVv2mr

elde edilen normalize carpanidir. Normalize edilmig Hermite polinomlar1 h, =

H,
n/2m

fonksiyon ailesidir .

ile gosterilir (Jackson, 1941 : 178). Hermite polinomlar1 ortonormal bir

Her biri @ < z < b araliginda siirekli olan ¢, (z) ortonormal fonksiyonlar
ailesini gz oniine alinsin. Bir ortonormal fonksiyona birim fonksiyon gozii ile

bakilabildiginden, herhangi bir a < z < b araligida siirekli bir f(x) fonksiyonu;

f(x) = 2 erpn(2): (n=1,2,3, )

seklinde ifade edilebilir. Burada ¢, katsayilari n = 1,2, 3... bulunmasi gereken

11



sayllardir. &k herhangi bir say1 olmak iizere esitligin her iki tarafi ¢, (x) ortonor-

mal fonksiyonu ile garpilarak f(x).p.(x) = > cn.p,(2)pr(x) olur ve fonksiyonun
n=1

araligi tizerinde integrali

b [

Fr@)yon@de = [ |3 cupn(e)onla)de

a n=1

- 5 Fewon(@)pp(a)dr

oo b

= 2 e on(a)-py(x)da

n=1 a

dir. Bu ifadenin bilgisi altinda n = k& durumu i¢in

b 0o b

J1@)ep@)de = 30 cn [, ()05 (x)da

a n=1 a

[H@) o@)de = afeo@)o@dn + .+ e o) o) + .

a

= 04+0+...+cl+...+0+ ...

fbf(x).q)k(a:)dw:ck n=1,23...k,.. (1.6)

(1.6) formuliiniin araciligy ile katsayilar elde edilir (Aydin ve digerleri, 2005 : 428).

Hermite polinomunun normalize edilmis ifadesi hy(x) = +2H k() ve

vV kW2

];2
agirlik fonksiyonu p(z) = e~z dir. Hermite polinomlarmin seri agilimlaridaki

katsayilar;

o0 H o2
= [ f(x).ﬂ.e_de (1.7)
—00 k’!\/ 2m
seklinde bulunur (Jackson, 1941 : 178).
Yukarida gosterildigi gibi (1.6) formiiliiniin bilgisi altinda Hermite poli-

nomlar i¢gin uygulanmasiyla katsayilar (1.7) formulii ile elde edilir. Bu serilere

Gram-Charlier Serileri ad1 verilir (Jackson, 1941 : 179).
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Hermite polinomlari i¢in rekiirans bagintilari; agirlik fonksiyonunun tiirevi
ile Hermite polinomlar1 arasindaki iligkiler asagidaki gibi elde edilir. Hermite
polinomunun agirlik fonksiyonunun birinci tiirevi ile kendisinin x ile ¢arpiminin

toplami (1.8) denklemini verir.

I

12 12
p(x) =e"2,¢ () = —z.e” 2 olmak iizere

¢ (z) +x.d(x) = 0

:L'2 x

—z.e T fxer = 0 (1.8)

N

(1.8) denkleminin tekrar tiirevinin alinmas: ile

»

—e 7T +1’e T —2fe T e 2 =0 (1.9)

denklemi elde edilir, (1.9) denkleminin tekrar tiirevinin alinmas: ile

"

¢ (z)+z.0 () +2.¢(z) =0 (1.10)

elde edilir.Bu iglemin n kez tiirevlerinin alinmasi ile genel bir esitlik olan

o (z) 4+ 2.6 () + 1.0V (x) = 0 (1.11)

elde edilir.(1.4) denkleminden faydanilmas: ile ¢™(z) = (—1)”e_§.Hn(x) ve
oV (z) = (—1)"*1.e*§. n—1(x) denklemlerini esitlik (1.11)’ de yerine koyul-

masi ile

(~1yw - : P

(2. Ho(z) — H,(x))

n

(1.12)
ve bu ifadenin diizenlenmis hali olan, ii¢ ardisik Hermite polinomunun rekiirans

iligkisini gosteren

13



[Hyi1(z) — 2. Hy(x) + n.Hp ()] =0 (1.13)

denklemi elde edilir (Jackson, 1941 : 179).

ho(z) =

ho(z) A/ nIV21r = H,(z),
I (2).(n+ 1)V27)2 = Hypi(2),
hao1(2)((n = 1)W2m)2 = H, i(z)

ifadelerinin (1.13) denkleminde yazilmas: ile normalize edilmis Hermite polinom-
larinin rekiirans iligkisinin gosterimi olan
(n+ 1)2hyy1(2) — 2. (2) + n2hp_1(z) = 0 (1.14)

denklemi bulunur. (1.14) denkleminin bilgisinden faydanilarak elde edilen (n+1).
dereceden Hermite polinomuna karsilik gelen esitlik (z.H,,(z)—H, (z)) = Hp1()

ve (1.13) rekiirans bagintisinin denkliklerinden istifade edilmesi ile

(x.H,(z)— H,(x)) = z.H,(xr)—nH, 1(x)
CH(#) = —nH) ()

ve bu ifadeden
H, (z)=nH, ()
iligkisi elde edilir. H, (z) = nH,_;(x) denklemini n = n + 1 igin gosterimi

H, () = (n+1). Hy ()

dir. Bu elde eldilen denklem H,_(z) = (n + 1).H, () ifadesi

14



(1.13) denkleminin tiirevlenmesiyle ortaya gikan

! ! "

H, (z)—x.H,(x)— Hy(z)+ H,(z) =0

n n

ifadesinde kullamlarak

"

(n+1).H,(z) —zH, (z) — Hy(z) + H, (z) = 0

n

sonucu bulunur.

Bu ifadenin diizenlenmesi ile

1"

H,(x) —z.H,(z) + n.H,(z) = 0 (1.15)

n

elde edilir. (1.15) bagmtisi; Hermite polinomunun ikinci dereceden, birinci derece-
den tiirevi ve kendisi ile ifade edilmis rekiirans iligkisini gosterir (Jackson, 1941 :
180).

Yukarida elde edilen rekiirans iligkileri kullanilarak Hermite polinom-
larinin tek ve ¢ift indisli degerleri i¢in x = 0 durumundaki degerler ve Hermite
polinomlar1 agagida ifade edilmistir.

x = 01icin 1.13 denkleminde ifade edildiginde

[Hpi1 () — 2. Hpy(x) +n.Hy1(z)] = 0

[Hy1(0) — 0.H,(0) + n.H,_1(0)] = 0

Hn+1(0) == —an_l(O)
elde edilir (Jackson, 1941 : 180).
Hermite polinomu k£ = 1 i¢in
Hy(z) = lez(a®—1)e 2
Hy(0) = (=1)
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k = 2 igin

22
2

Hyw) = Le> [(3 —32%)e” 7 + (3x — )~z F)

Hy(0) = 3

bulunur. Hermite polinomlariin ¢ift indisli derecelerinin sabit terimlerinin k£ =
0,1,2,3,...i¢in Hot(0) = (—=1)*.1.3.5.7... genel ifadesiyle gosterilir(Jackson, 1941 :
180). Hermite polinomlarimin tek indisli polinomlarimin sabit terimlerinin sifir
ve ¢ift indisli polinomlariin ise negatif ve pozitif sabit terimlere sahip oldugu
goriiliir.

Agagida hermite polinomlarimin ilk ii¢ tanesinin polinomsal ifadesi agilarak

ifade edilmigtir:

ve

Hs(z) = (2° — 31)

elde edilir(Jackson, 1941 : 181).
Agirlik fonksiyonu olan p(z)
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p(z) ap + a1z

p(x) by + bix + byx?
7,'2 1
_ (e ) _ .
e 2

Pearson Diferansiyel denklemini saglar (Jackson, 1941 : 181).
by = by =ag=0,bp = 1,a7 = —1, ve P,(x),n. Dereceden bir polinomun

genel ifadesini gostermek iizere ;

"

(bo+brz+boz®) P, () +[(by + ag) + (2by + ay)z] P; (z)—[byn(n 4 1) + ayn] Py(z) = 0
(1.16)
dir (Jackson, 1941 : 164).
Agirlik fonksiyonu ile elde edilen ikinci dereceden diferansiyel denkle-
mindeki sabit katsayilar1 (1.16) denkleminde normalize edilmis Hermite polinomu

gosterimi altinda

"

h, (x) — z.h,, () + nh,(z) = 0
ikinci dereceden diferansiyel denklemi elde edilir (Jackson, 1941 : 180).
1.2.2. Laguerre Polinomu

Laguerre polinomu (0, 0o) araliginda ortogonaldir, Laguerre polinomunun
agirlik fonksiyonu « > —1 olmak iizere p(z) = x“.e~* ’dir. n. dereceden agirlik
fonksiyonu ¢,,(z) = 2**".e™" ile ifade edilir, n. dereceden agirlik fonksiyonunun

n.dereceden tiirevi EK 1’de ifade edilen Leibniz formiilii yardimiyla;

¢(n)($) = (=1)"z% " " + (1)(04 +n)a T+ (2)(Oz +n)(a+n—1)z""
+..+(a+n)(a+n—1).aaz’

n

bulunur. Elde edilen tiirev sonucunda ¢! (z), x™in katsayis1 olarak (—1)" ve
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x®.e~"’in ¢arpimi ile n.dereceden bir polinomun ¢arpimi oldugu goriiliir. n.dereceden
polinomsal kisim L% (z) ile gosterilmek iizere n.dereceden tiirevi alimmig agirhk
fonksiyonu ¢ (z).(—1)".2=*.e* = L%(z) seklini alir ve
La( ) ( 1)n —a T dn ( a+n —x)
z)=(—-1)"a % e"—(x"""e
" dz™
ile gosterilen polinomlara Laguerre polinomu denir ve Laguerre polinomunun

acik ifadesi

Ly(x) = (=1)"z""e"¢; (x)

= (—1)2a% (2" + <"

1) (a+mn)a"t + (Z) (@ +n)(a+n—1)z"2

et <Z) (@+n)(a+n—1)..az°

= "+ (?) (a+n)z" '+ ..+ (a+n)(a+n—1)..aa’

dir, n. dereceden Laguerre polinomunun bagkatsayisi 1’dir(Jackson, 1941:184).
n. dereceden agirlik fonksiyonunun n den daha diisiik dereceli tiirevleri

EK 1 elde edilen leibnitz formiiliiniin uygulanmasi ile

—x" 4 ("Il) (a+n)z"2
+.— ("D (@+n) . (a+1)
elde edilir.
x = oo durumunda, z*.e® i¢in ortaya ¢ikan belirsizligi EK 2’de in-

celenen durumda 0’a esit oldugu bilgisinden faydanilarak x = 0 ve x = oo i¢in

a > —1 faktoriinii géz 6niinde bulundurularak
$n (2) =0

elde edilir.
Laguerre polinomunun ortogonallik ve normalize sartlarinin incelenmesi

durumunda;
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ve bu elde edilen ifadeye kismi integrasyon uygulanmasiyla

I = (1) | L(@)dr ) [ —ZfOme).cbz*(x)dx

- <—1>”+1:f°L;n<x>.¢z—1<x>das

bulunur.

" (o0) =0 ve ¢71(0) = 0 bilgisinden faydanilmas ile

n

Ly(x) = a™— (T) (a+m)z™  + .+ (a+m)(a+m—1)..al
Ly(0) = (a+m)(a+m—1)..«
Ly (00) = (=1)"(00) " e® ¢} (00" ™)

=0

elde edilir.

h(r) = a°t"e " — <n) (a+n)z®" e+ . +(a+n). . .aze”

1
Pn(00) = 0

yukarida elde edilen bilgiler altinda I denklemi yukarida elde edilen bilgiler ile

I = (=1)" |Lm(00).¢5~"(00) = Lin(0).67,(0) — Zocbz_l(x)-%(x)dw

= (1)L L67 (@) L)
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tekrar kismi integrasyon ile

’

I= (-1 [Lm<x>.¢:—2<x> o) L)

bulunur. O halde

ve

Lm(O)——(mﬂi 1) (a+m). (a+m—1)..(a+1)

ifadeleri kismi integrasyonda yerine yazilirsa

bulunur. I denkleminin m kez kismi integrali alinmaya devam edildiginde
I = (=1)""" ¢~ (2). Liy(a)da
0

elde edilir. m. dereceden bir polinomun (m + 1). dereceden tiirevi sifirdir ve
L(z) = 2™, L, (x) = m.a™ ' ve devam eden tiirevlerinde m. dereceden La-

guerre polinomunun m. dereceden tiirevi L (z) = m/! bilgisi altinda

I=(=1)"" [l (2).(Lin(x)) ™ dz (1.17)
0
denklemi elde edilir (Jackson,1941 : 185).
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n > mise ; L™ (x) = 0 olmasi sebebiyle kismi integrasyonla I = 0

sonucunu verir. Daha sonra

I = (—1)”+m}om!gb2*m(a:)das
0

= 0

elde edilir.
Elde edilen / denkleminin sonucu olan sifir degeri ile L,,(z) ve L,(x)
polinomlarimin agirlik fonksiyonu x.e~* igin ortogonaldir sonucuna varihr (Jack-

son, 1941 : 185).

*m = n i¢in Laguerre polinomlarimin normalize durumu ;

I = [a%e".L,(x).Ly(2).dz
0

n

= ;foxa.em.(—l)”.:ca.ex.¢"(:z:)Ln(:c)dx

= [ L@

I denklemine n kez kismi integrasyon uygulanmasi ile

I - (—1)2”.:fo¢n(x).LZ(x)d:r

— :f°¢n<x>.Lz<x>dx

elde edilir. Bu ifadede bulunan n. dereceden Laguere polinomu ve n. dereceden

tiirevi agagidaki gibi gosterilir:
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LY(z)=n.(n—1)..1 =n!

n

I =n![¢,(z)dx =nl[z*".e "dx
0 0

n. dereceden Laguerre polinomunun biiyiikliigiinii verir ve EK 3’te ifade

edilen gama fonksiyonu ile I denklemi tekrar ifade edildiginde
I=nl'(a+n+1)

ile gosterilir ve normalize edilmig Laguerre polinomunun 1,(x) ile gdsterimi

() = =222 geklindedir (Jackson, 1941 : 185).
n!T'(a+n+1)

Normalize edilmig Laguerre polinomunun seri acihmindaki ¢ katsayilari;

Ly(x) Ly(x).Lg(z)

{f(x)p(m) NN CELESY dr = Ck'{p(x)'klf‘ o tht l)dx
7 Ly.(x) _ .
J1@)-p(). VET (a+k+1) dr= o
p(x) = x*.e " olmak iizere ,
Ck ! }oa:a.e_xf(:z;).Lk(x)dx (1.18)

N VET (a+k+1)0
(1.18) denklemi elde edilir (Jackson, 1941 : 186) .

«

Laguerre polinomunun agirlik fonksiyonu p(x) = 2®.e~* Pearson diferan-

siyel denklemini saglar.

o (z) _ ap + a1 (1.19)
p(x) bo + b1z + byx? '

a—T

xz

elde edilir. ag = a,a; = —1,byg = by = 0,b; = 1;(1.19) Agirlik fonksiyonu ile elde
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edilen ikinci dereceden diferansiyel denklemindeki sabit katsayilari (1.16) nolu

denklemde yazilmasi ile

v.L(x)+ (a+1—2z) L, (x) +nl,(x) =0

ikinci dereceden Laguerre polinomunun diferansiyel

elde edilir(Jackson,1941 : 186).

Qn
x.P,(x) = — Poi1(2) + cpn.Po(x) + .

Ap—1

Pn_l(ilf)

bn bn+1

ap Ap+1

CTLTL

(1.20)

denklemi

(1.21)

(1.21) denklemi ile ortogonal polinomlar arasindaki rekiirans bagintisi

elde edilir( Jackson, 1941:157). (1.21) denklemindeki polinomlar normalize edilmis

polinomlardir. Polinomun derecesi n ¢ift oldugu varsayimi altinda a,,, 2, (x) nor-

1

malize edilmis polinomunun bagkatsayisini gostermek iizere a,, = W ey ve
n: TN

n

1 “n(atn) . .
in katsayisi \/mdlr(JaCkson, 1941 : 186).

EK 1’de gosterilen n.dereceden Laguerre polinomu;

b, ise ; x

n

Lu(@) = (~1)"a" — (=1 +n)a"" + <_1>n(2

seklinde elde edilir.

P,(x) = ap.x® + bt +

) (o +n)(a+n—1)z"2
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bn __bn+1

Gp, Ap+1

n. (a+n).\/d—n> - (_(n%—l).(a—l—n—i—l)\/d_nﬂ)

= a+2n+1

elde edilir(Jackson, 1941 : 186).

(n + 1). dereceden Laguerre Polinomu igin a,1, b,y degerleri EK 1’de

verilen Leibniz formiiliinden faydanilarak yapilan acilim,

1
Lpyi(z) = 2" — (n—ll— > (a+n+)2"+...—(a+n+1)..azx”

ve

1
Ay, =
T /DT (atnt2)

o (n+1)(a+n+1)
e Vin+ DT (a+n+2)

) L(2)
Valln+ DIT (o +n+1)

ZTL
degerleri goz oniinde tutularak;

1
Vol (a+n+1)

a, =

1
Upi1 =
o Vin+ DT (a+n+2)

1
T - DT (et n)
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ve (n —1). dereceden EK 1’de elde edilen

n—1

Lyoi(z) =" — ( :

)(oz—l—n—l)x”2+...—(a+n—1)(a+n—2)..a

acilimindan ve

1
V- DT (a+n)

kismi integrasyonun I denklemine uygulanmasi ile

Up—1 =

= 0 (L@ o) [ = oo L))
= (—1)”+20f¢2+1(x)L/n+1(x)dx
ve (n + 1) kez ardigik integrallenme igleminin devaminda

n+1

I= <—1>2”+2:f°¢n+1<x>LnH<x>dw

Lyyi(z) = 2™1

n+1

L,1(z) =(n+1)!

(n + 1). dereceden Laguerre polinomunun biiyiikliigii elde edilir. Elde edilen
bilgiler (1.21) denkleminde yazilmasi ilex. L, () = L1 ()4 (o 4+ 2n+ 1) L, () +
n(a+n)L,—1(x) elde edilir ve ifadenin diizenlenmesi ile

Lpii(z)—(x—a—2n—1)L,(z) +n(a+n) L, 1(x)

(n+1)., n. ve (n — 1). dereceden Laguerre polinomlarindan olugan rekiirans

iligkisi elde edilir(Jackson, 1941 : 186).Diger bir rekiirans iligkisi olan L, (z) ve
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L., () polinomlarma bagl olan iliski su sekildedir.

(=)™l e gl ()
dn+1

Ln+1 (ZE) =

— (—].)n+11’_a e®

S n+1(ma+"+1.6_z)
x

(n + 1).dereceden Laguerre polinomunda bulunan parantezin igindeki

+n

ifadeyi x ve x™".e~*’in carpimi olarak ele alinmasi ile EK 1’de Leibniz formiilii

kullanilmas ile

o' (2) x.dn—ﬂ(x‘”“.e_m) + (n+ 1).d—n(xa+”.e_z)
il dantt dxn

dn+1 a+n —T dn+1 a+n _—x dn aTn ,—T
dm”+1( tntl o) x.dxnﬂ(x e )+(n+1).%(x e ")

elde edilir.

L,(z) = (—1)".z7*.e". L (2" e7); n. dereceden Laguerre polinomun-

dan agirlik fonksiyonun gekilmesi ile elde edilen

ve

d d" atn —zx d n_.o  —x dn+1 a+n
- (% (e )) = Iz (La(z).(-1)"2%e7") = dx"H(x .

)

gy

esitliklerinden faydanilmasi ile

dn+1 d

I N
P (xR e™™) z.o

((=1)"z".e " Ly(x)) + (n+1).(=1)".a% "L, (z)

(—1)" 2% e ™ Ly (x) =

Ln+1 (:C)

(—1)".z%.e2. [(a Yt 1 — @) Lo(x) + zL, (z)

(x—a—n—1)Ly(z)—zL, (z)
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Lni(z)=(x—a—n—1)L,(z)— 2L, (x) (1.22)

(1.22) egitligi ile (n + 1). dereceden Laguerre polinomu; n. dereceden Laguerre

polinomu ve tiireviyle iligkili rekiirans bagintisi elde edilir(Jackson,1941 : 187).
1.2.3 Jacobi Polinomu

Jacobi polinomunun ortogonallik alani (—1,1)’dir ve a > —1,5 > —1 ol-
mak iizere reel sayilardir ve agirhk fonksiyonu; p(z) = (1—2z)*. (1 + z)” (Jackson,
1941 : 166). Jacobi polinomlar J, (z, «, 3) ile ifade edilir.

Rodrigues formulii

1 dr n
Pule) = g (@ = 1)

gibi ifade edilmistir(Jackson,1941 : 57).

2n dereceli polinomun n. tiirevi olan formiiliin sag kismi, n. dereceden
bir polinomu ifade eder. Bu polinom (1 — 22)y" — 22y + n.(n 4+ 1)y = 0 olan
diferansiyel denklemin ¢oziimiinii saglar.

z = (2? — 1)"olmak {izere ;

7 = 2nz((z® — 1)

Dolayisiyla ;

z— (2> =1)" = 0

2 =2z - 1"t = 0
’ z

z — 2$nm =0

(22— 1)z —2znz = 0

(22 — 1)z —2znz =0 (1.23)
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(1.23) denklemin ardigik tiirevleri alinarak (k + 1) kez diferansiyellenmesi ile

0 = (@2=1)2 —(2n—2)zz —2nz

" !/

0 = (®—1)z —(2n—4zz —(4n—2)z =0

0 = (22 —1)2"2 — (2n — 2k — 2)22F — [2n + (2n — 2) + ... + (2n — 2k)]2F
elde edilir. £ = n i¢in
(22 = 1)2"P 222" —2n+ (2n —2)+ (2n —4) + ... + 0] 2" =0

denkleminde [2n + (2n — 2) + (2n — 4) + ... + 0] = n.(n + 1)‘dir ve ve bu ifadeyi

denklemde yerine koyulmasi ile
(% —1)2"2 4 222" —n(n+1)2" =0

elde edilir. y = £Z olmasi sebebiyle ve (2% — 1)2"+2 + 222" — n(n+1)2" = 0

diferansiyel denklemi (—1) ile garpilarak ifade
(1—2%)y =22y +n.(n+1)y=0

ifadesine doniisiir. Sonug olarak g;—f = K.P,(x) seklinde bir ifade elde edilir. K;

22 j¢indeki bagkatsayilar; 2n.(2n — 1)..(n + 1)’dir. Buna ragmen P, (z) icindeki
2™in  katsayisi %@TU = % ' ye  gore
1.3.5......(2n — 1)/nl’dir.Bunun sonucu olarak ; K = 2n/1.3.5....... (2n) = 2".n!
dir.
P,(x) = 2n1.n! dn(izl)nifadesinde yerine koyulmasi ile;

z= (2 = 1)"

1d"z

Py(a) = =

() K dx"
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. Bu elde edilen polinomlar ilk dort Legendre polinomudur ,Legendre polinom-
lar1 Rodrigues formiiliinden elde edilir ve genel ortogonal polinom ifadesi ile ifade

edilmis gosterimi;

Py(x) = 1
P(zx) = x
Poa) = 5(3° 1)
Pya) = 5(50° 1)

1
Py(z) = g(3591;4 — 302° + 3)

"dir.Legendre polinomlariin genellegtirilmis hali Jacobi
polinomlarim verir(Jackson,1941 : 46).

Legendre polinomu iizerinden inceleme devaminda g(z), h(x) fonksiyonlar
ve ¢, (1) = g(x).h(x),g9(x) = (1 — 2)*™ h(z) = (1 + 2)°"™ olmak {izere Leibniz
formulii yardimiyla; o, 5 tamsay1 degil ; —1 < z < 1igin g(z) ve h(x)’ireel ve

pozitif yapmasi icin segilir. Sonucun n. tiirevi Leibniz formiilii ile ;

bn(@) = (1= (1 +2))"
= (1 =2 (1 + 2" 4 (1= 2"V (1 + 2)P
T e L TR
o+ (1= 2)™) (1 + z)Ptm) ™

() = (n)($>h($)+n-g(n_l)($)h/(@—I—%g(”_?)(:E).h”(a:)+...+g(x).h(”)(:v)
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0<j<nign ¢g¥x);(1—2)**""" = (1—2)*(1—2)" "nin siirekli bir carpanidir

soyle ki;

99 (@) = (L= a)pn )"
(1= 2)") = (a +n).(1 — 2)* 1 (=1)

((1 - x)aﬂ)” =(a+n).(a+n—1)(1—z)*"?2

g% (x) ifadesi (a +n — i) .dereceden polinoma karsilik gelen bir polinom «

ve n 'ye bagli sabit k olmak iizere ¢ (z) ifadesi ;(1 — 2)%(1 — )"~ 'nin sabit bir

k kat1 oldugu goriiliir.
R (z); (1 + x)%(1 + z)’ cinsinden ifade edildiginde

R =D() = ((1 4 z)P*) =D
(14 2)*™) = (B+n) (1 + )t

(14 2)™)" = (B+n)(B+n—1)(1+z) "2

"

(T+2)"™) " =B+n)(B+n—-1)(B+n—2)(1+2)" ™3 =t.(1+a)"?
t, 3 ve n’ye bagl sabitlerdir, dolayisiyla h("=9) (x) = t.(14x)5+"=7+: A= (g): (1+

) polinomunun (/3 + ). dereceden bir polinomudur. h"~9(z); goriildiigii gibi

p(n—i) (z) = t.(1+ x)(ﬁ+i) (1 + x)ﬁ (1 + 2)* "nin bir katidir.

Pn(z) = g™ (l‘)h(a:)—l—n.g(”’l) (x)hl (x)—f——n(nz'_ 1)g("’Q) (x).h” (a:)—i—...—i—g(a:).h(")(x)
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0<j<nign

g (@) =(a+n)(a+n—1)..(a+n—i—1)(1—z)

h(z) = (1 +x)"™

’

h(z) = (B+mn)(1+a2)"

"

h ($> = (ﬂ+n) (ﬁ—l—n— 1) (1 _|_x)5+n72

Ve n.dereceden tiirevi olan h(x) fonksiyonu;

h(z)=(B+n)(B+n—-1).(B+1)(1+z)

ol(x) = (a+n)(at+tn—1)..(a+1)(1—2)*(1+z) ™+ ..
(A=) (B+n) (B+n—1)..(B+1)(1+a)

= k(1 -2)*Q+2)™+ . +t(1—2)*™ (14 2)°

Sn(2) = k(1—2)*(L+2)".(1+2)" + .. + <?)g(i) (2)h™ V(@) + .. + g(x).h ™ (2)

elde edilir (Jackson,1941 : 167).

Elde edilen (1.24) denklemi ¢ (z) ve h("~"(z)’in hesaplanmasinin amac;
Leibniz formiiline gore ¢,(x)’in n. tiirevinin agihminda ve binom agilimindan
gelen ¢ (x) ve h("=)(z) degerlerinin yerine koyabilmek ve gelecek katsayilar
hakkinda fikir edinebilmektir.Dolayisiyla ¢! () en fazla n. dereceden bir polinom
ile bu carpmmin sonucu olan (1 — z)%(1 + z)?’ye sahiptir.y, (z) ile bu polinomu

ifade edilmesi ile;
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on(x) = (1= 2)*(1+2)".ya(2)

ifadesine doniisiir.

yn(x) = (1=2) = (1+2) P [(1 = 2)™"" (14 2)7 sy (2); G2 ile qarpilarak

dx™

ve Jacobi polinomunu J\*? (x) gosterimi ile

(2,0, 3) = (_1)'" (=21 + x)ﬁ% [(L— 2)°™ (1 + )]

elde edilir, « = 8 = 0 i¢in Legendre polinomlar: i¢in Rodrigues formiiliiniin
genellegtirilmesidir(Jackson, 1941 : 167).
o) (x); k < n igin ;

n

$o(2) = (1 =) A+ )" (B -a—af—a—a(a—2n—p))

n = 2 i¢in Leibniz formiilii ile agihm1 EK 1’ de belirtildigi tizere

Gule) = (L=a)™(B+n)(B+n—1)(1+2)""2
—2.(a+n).(1—2)*" (B +n)(1 4 )T
+(1 42 (a+n). (a+n—1).(1 —z)*"2

¢;;l (z),..,¢F(2) igin yukardaki ilk iki tiirev acihimindan da goriilecegi iizere

oF(z) ;5 (1 —x)*t" % ve (14 2)P+"* carpimlarma sahip oldugu goriiliir.oc > —1,
> —1 olmasi sebebiyle a+n—k > a+1 > 0, 3+n—k > +1> 0; ¢F(z);2 = F1
icin yok olur (Jackson, 1941 : 167). Bu durumu k£ = 2 igin gosterimi asagidaki

gibidir;
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bu(@) = (L=2)*(B+n)(B+n—1)(1+a)""
2. (a+n).(1—2)™" (8 + )1+ 2P

+(1 42 (a+n). (a+n—1).(1 —z)*"2

r =1 igin;

x = —1 ig¢in,

Ortogonallik sartlarinin incelenmesi ise;

I = T = 22 (1+ )Py (0.1 (2

-1

mn

() = (1= 2) (L 2) P (1= )" (14 )

I = jf:(l —2)*(1+ 2) Yy (2).(1 = 2) (1 + x)‘5% [(1—2)*™ (1 + )% da
= fym ¢(n )

I denklemi kismi integrasyon ile

1

I = yn(2).0, " (2) 51 =1 [ )7 (@) (2)da

-1

PN (1) =0
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x = +1'de

1—0—1fw1 )t (2)da

U= Yy (1), du =y, (2)dz, ¢, (2)de = dv, ¢, (2) = v;

I = —~(y,(2)0) *(2) |1 — f¢” (%) () d)

1
I =0+ (=1)% [ ¢ *(x).y,,(r)dx bu siirecin m ardigik tiirevi ile

n
-1

+1
D™ [y (@) " (x)dx
1
elde edilir. m < n ise daha fazla kismi integrasyon ile

I=(-1 m“fy (D) ()"~ (2)d = 0
Ym; en fazla m. Dereceden bir polinom olmasi sebebiyle ym, mH)(m) =0
‘dir, [ = 0 elde edilir ve bunun sonucu olarak y,,(z) ve y,(z); (1 — z)%(1 + x)?
agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldir(Jackson,1941 : 168).

m = n i¢in normalize durum;

I =_fu—xwa+xw%@wamm:
= chl(l —z)*(1+ x)ﬁyn(x)(l —z) (14 x)_ﬂgbg”)(x)dx

-1

= f yn ¢(n)
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I denkleminin kismi integrasyonuna devam edilmesi ile

1
I =y (2)of () |5 —1-_f1¢271(w)-y;($)d$

elde edilir. ¢"'(1) =0, ¢" '(—1) = 0, x = £1'de, ¢"'(x) = 0 bilgileri altinda n
1
kez integrallenme iglemine devam edilmesi ile I = [ ¢, (z).y"(z)dz elde edilir ve

bu ifade i¢in y!(x) inceleme altina alinmasi ile

mn

yn(x) = (1 — x)_a.(l + JI)_B d_ ((1 _ x)a—i—n (1 + J])ﬁ+n>

“dan
— (—a) o (1+ m)_ﬂ.% ((=1) (& — D)™ . (1 + 2)*™)
= 1—-2)""01+ x)_ﬁ.% (=) (2 = 1) (1 + 2)7)
C (L)@ — 1)+ x)—ﬁ(—1>a+n.% ((x = 1o (14 )
() = (1) = )7 4 2) ) (1 (1))

% ((m — 1> (1 + x)BJr")

£ <(Q} — 1)t (1 +2)° +n> ifadesi agagidaki gibi incelenmistir:

(z — 1)t (1 +2)"™" 2n dereceli denklemin n. dereceden tiirevi ; n.
dereceden z™ ve z" ’in katsayisi bagh bir sonug olacag: igin y,(x) ifadesinde
n’den daha diigiik dereceli polinomlarin tiirevleri sifir degerini almalar1 sebebiyle

en yiiksek dereceli polinom alinarak tiirev uygulanir.

(xoz-‘rn‘mﬁ-i-n)(") _ (gja+6+2n)(”)
Ltiirevi; (a + B + 2n) oAt
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2.tirevi; (a+ B+ 2n) (a+ B+ 2n — 1) _portft2n—2

ve devam eden n ardisik tiirevle elde edilen n.dereceden tiirevi; \,,z*"#*™ "nin

katsayisini gostermek iizere

(a4 B+2n)(a+B+2n—1)...(a+ B +n+ 1)z = ) gotFm

seklinde ifade edilir.(z — 1)*™(z + 1) ifadesini A +2" ile boliiniip ¢arpilmast

ile carpim degerinde bir degisiklik olmamasi sebebiyle;

l.a+ﬁ+2n

(z — 1)0‘+"($ + 1)ﬂ+n _ W<x _ 1)a+n(x + 1)6+n

a+n B+n
_ petBeon rz—1 ! z+1 !
=z \ =z
a+n B+n
1 1
= gothTIn (1 — —) . <1 + —)
i T

elde edilen ifadedeki son iki ¢arpim

a+n
1 1
(x —1)>T"(x 4+ 1) = gotitan, (1 — —) : (1 + —>

i¢in binomial teorem ile acildiginda ;

(b) (1+£>5+":1+(5+n),<1>+(6+n)(§!+n—1)_%+m+<l)@+n

T T

ifadeleri denklemde yerine koyulmasi ile
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a+n
1 1
(x — 1> (x4 1) = gothtn <1 — E) . <1 + 5)

= gotAtn (1 + f-o + >

elde edilir.

ﬁ |:(ZL' o 1)a+n. (1 + :L,)BJHL] [l,oe—kﬁ—&-?n + (6 _ OZ) xa—&-ﬁ—&—?n—l + } (n)

dzm
= (a+f8+2n)(a+5+2n—1)..

(a4 B4 n+1)g0thm
+(B—a)(a+p+2n—1).

Aa+ B +n).aotFmt

Mm=(a+p+2n)(a+B+2n—1)...(a+B+n+1)

=B —a)(a+pL+2n—-1)...(a+ S +n)

ve L= [(9: — 1)t (1+a)° M] ifadesini \, ve p,, ile gosterilmesi ile

dT’L
dzn [(x - 1)a+n. (1+ m)’8+”] — )\ zotBtn o Mn-xa+5+n_1 L

Mm=((@+p+2n)(a+pf+2n—-1)...(a++n+1)

pp =B —a)la+pB+2n—-1)...(a+5+n)

elde edilen ifadeyi

denklikleri ile
Yn(z) = (=1)"(xz—1)"(z+1)"7L2 [(m — 1)t (1 + 2)°*"| ifadesinin denklemin
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her iki tarafinida 2=*=# ile carpilip boliinmesi ile

g d"

Yu(z) = (=1)"(z-1)"%x+1)" dxn

]' 1 7 a+ n n—1
1-— 1+ — 2 (A" A+ ™ L)
x x
1\ 7?
> < > A" A g,
x
_|_

W)O—§+W)Qwﬁuwﬂ*+m)

(2= 1) (14 2)7]

n—1s

™ ve " Vin katsayilar sirast ile;a, = (—1)"\, ve 5, = (=1)" [, + (@ — B) Ay

gostermek {izere ;

(=1)" Mpz™ — (=1)" N\, B2+ L+ (1) A
—(=1)"\,.B.a.a™ % + .
(D) ", = (=1) ", B
e+ (=) 0" — (=1) ", Baxz™ 3 + ...

a, = (=1)"\,

gegisgl
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an = (=1)" A
= (-)"((a+B+2n)...(a+5+n+1))
B = (=1)"([p + (a = B)A]
= (-)"(a=PB)n(a+p+2n—-1)...(a+B+n+1)

ve gama fonksiyonunun taniminin faydanilmasi ile

a, = (=1)"((a+B+2n)...(a+B+n+1))

B = (D)"(a=P)n(a+f+2n—1). (a+F+n+1)
I'(a+p5+2n+1)
I'a+pB+n+1)

a, = (=1)"

a = fdurumunda 8, = (-1)" (e —a)n(a+a+2n—1)..(2a+n+1))
ifadesi 3,, = 0 olur. n = 0 i¢in tiim «, 3 igin yo(z) = 1 'dir.Elde edilen ifadelerle

tekrar ifade edilirse y( )( ) = a,.n! ifadesinde denklemde yerine koyulmasi ile

I = <—1>"_+f11¢n<x>.yg“><x>dx

= (—1)”zl¢n(x).an.n!d:r

ifadesine doniigiir(Jackson, 1941 : 169).

71<1 — )1+ 2)° [yp(z)) de =1

-1

I=(-1)"nla,. Tqbn(a:)da:
-1

+1
ve elde edilen bu I denkleminde bulunan f o, (x)dr = [(1—z)*™(14xz) " "dx
“1
ifadesi agagidaki gibi incelenmesi ;
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1
1—2
1—-t =
2
dx = 2dt ve bilgileri ile
+1

_+f11¢n(x)d:c = _f1<1 — 2)*t (1 4 )Py
= T - ) 2

-1

FBrani [P atn
= 20T (1 —¢) T dt
0

elde edilir(Jackson,1941 : 171).

Elde edilen ifadede asagidaki doniisiimlerin uygulanmasi ve ;

1 Fr+n+H)I'(a+n+1)
_ a+B+2n+1

ont1 [T atn
= 20tFtml [ (1 —)" "dt
-1

+1
elde edilir.Bu denklem I = (—1)"nla, [ ¢, (z)dz denkleminde ifade edilmesi ile
1

r+n+H)I'(e+n+1)
I'(a+B84+2n+2)

I = (—=1)"nlay,. 207020

o I(a+B+2n+1)
on = (1" T3 rntny

+1
I = (—1)"n!an£¢n(m)dm

F+n+HI'(a+n+1)

(_1>2n‘n!.2a+ﬁ+2n+1'
(a+p+2n+ 1) (a+p+n+1)T(a+5+2n+1)
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I denkleminin Gama fonksiyonu cinsinden ifadesi elde edilir.

Jacobi Polinomu J,(z, a, ) ;

nod) = S0 ne i o, w)
(2;127 Un()

5. — (2;.17172(1_35)&(1“)‘9.2; )T (yn(2))* da
1 o 2
= ] - (0 () da

+1
I=[(1—2)*(1+2)". (yu(x))* dz bilgisi ile d,, ifadesinde kullamlmas ile d,, =
1
mgekhne doniigiir (Jackson, 1941 : 172). I denkleminin Gama fonksiyonu

cinsinden ifadesi olan I = nl2etB+2n+l (afﬁ(i;:::&gézigiill) tekrar 9,, ifadesinde

yazilmasi ile

27 T(B+n+1)I(a+n+1)
n! T(a+p+n+1)(a+F+2n+1)

on =

elde edilir.d,, ’in karekokii Jacobi polinomumun m = n igin ortogonal oldugu
aralikta normalize ¢arpanini veren degerdir (Jackson, 1941 : 172).

Jacobi polinomlariin seri acilimindaki katsayilari

1 +1
= 75l

(1.25) formiiliinden katsayilar elde edilir(Jackson, 1941 : 172).

1—2)*(1+2)° f(2).Ju(z, a,B)dx (1.25)

Ck

Jacobi Polinomlari icin rekiirans iligkisi,ortogonal polinomlar i¢in rekiirans

formuliinden faydalanilarak asagida ifade edilmigtir.

o)

Jn(x7 Oé, /6) =
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yn() = (1 =)™ (L4 2) 7 (0, (2), $(w) = (1 = 2)°T(1 +2)°*" olmak

dx™

tizere normalize edilmig Jacobi Polinomunu ; j,(z,«, 3) = \/%Jn(x, a, B) ifadesi

ile gosterilmek tizere

jul@ 0, ) = \/%Jn(a:,aﬁ)

gt T(B+n+1)T(a+n+1)

S T TatB+nt D (0Bt D)
1 (=1)m
gn(x, 0, B) = \/_5_7{(2 .;! Yn(2)
1 (="

Jn(z,0,8) = \/T ST (o™ + Bzt + )
a, = (—=1)"\,

B = (=1)"[p + (= B) An

bilgileri ile P,(z)’in normalize edilmis seklinde bulunan =™ ve "~ ! ’in katsayilar

a, ve b, ile gosterilmek {izere;

JLa+8+2n+1)

W = (1) [(a+G+n+1)
. (a4 +2n)

a (—1)

" V0,270

V0,270

Yukarida ifade edilen katsayilarin iginde gerekli olan ifadelerin agiliminin agagida
incelenmesi ile

1.

o, (a+p+n+1)

‘app1 (a+B+2n+2) (a+B+2n+1)
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an (=), /012" (n + 1)!

'an—l-l V0,2™n! (_1)n+1an+1
0 +1 1/2 (0%
= =2 1. [ = —
(n * ) < 571 ) Qpt1

by (—1)'6, VT2l
an Vo2rn! (=1)"ay,

_ Dn

= o

_ _(a=p)n
~ (a+B+2n)

elde edilir(Jackson,1941 : 173).Rekiirans bagmntisi;

Qp, Qp—1

:Bpn(x) = a +1pn+l(x) + Cnnpn(x) +

Pn-1(z)

denklemi ile gosterilir(Jackson,1941 : 157). Bu ifadede yer alan ¢,; Z—’; -

cnn Ve formiilde gerekli olan ifadelerin elde edilmesi agagidaki gibidir:

R i Y e G L)
n+1 /6n+12n+1(n + 1)' (_1)n+1'an+1
ﬁn—l—l

(0= 8)(n+1)
(a+B+2n+2)

bo  bun B*— o

ap  app1 (@+B+2n+2)(a+ S+ 2n)

(p—1 o 5n 2n Qp—1
an  \On_1/) (=) a,

an—1

n

ifadesinde bulunan

(1.26)

bn+1

An+1
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1 (a+ B +n)

* = —

ap, (a+p+2n)(a+p+2n—1)

208+ I'(a+n+1)T(B+n+1)

*on = nl T(a+B+n+1)(a+B+2n+1)
o5 _ 2lerhr F'(a+n)T(B+n)

LT =D T(a+B+n)(a+B+2n—1)
Qi F'a+B8+2n+1)T(a+ S +n+2)

*@n—l - (_1)F(oz+/3+n—|—1)F(a+5—|—2n+3)

(=)"T (a+ B +2n+1)

G = T(a+B+n+1)

N . )nHF(a—i—ﬁ—l—Zn—l—B)

mH T(a+fB+n+2)
Gy (a+B+n+1)

i1 (a+p+2n+2)(a+B+2n+1)

5o 208+ T(a+n+2)T (B+n+2)
T kD)l (a+B+n+2)(a+B+2n+3)
5 — 205+ T(a+n+1)T(B+n+1)

" nl T(a+B+n+1)(a+B+2n+1)
Opn1 1(la+n+1)(B+n+1)(a+B+2n+1)
6, n  (a+f+n+1)(a+B+2n+3)
on _ l(a+n)(B+n)(a+p+2n-1)
6por n (a+pB+n)(a+B+2n+1)

Bulunan degerler (1.26) denkleminde ifade edilmesi ile

Qn,
xpn(x) - a +1pn+1cx)4_cnnpn($)‘+ a

o S 1/2
= 41— (T
)2 (%) o)

(5 — o)
(a+ B +2n)(a+p+2n+2)

ap—1
+
a

Ap—1

Pn-1(z)

pn(*r)

Pn-1(T)

n
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P,(x) an, Pni1(x) P,(x) N an_1 Py_1(x)

O T i G2 G2 ey (@, )
Pn<$) (079 (5n+1)1/2 PTH-l(x)
= (-2 1
O T S R P P R TER P RN (T2

(6% —a?) Py(x)

(a+ B +2n) (a+ S+ 2n+2)(6,)?
an—1 Pp_1(x)
an (8, 4)"?

(=)o,

Gl = ni(n —1)s, 12
a, = _(=D)"an
2nnl(4,)/?
Un1 1y Qo ypla+B+2n—1)(n — DI (a+ B +n)
apn (( 1 ay, 2n(9,) ['(a+n)T (8 +n)20t0+

rekiirans denkleminin tekrar diizenlenmesi ile,

Py(x) Poya() (6% = a?) P (x)
TG~ A ) G At o) (et B+ 2+ D) (5,)12
Ap—1 Pn_l(ﬂl‘
an (0,_1)"?
an-1 Ppa(@) 2.(a+n)(B+n) Poy(2)

“an 0,07 @t Brm)arfrn+) (3,7
elde edilir. Ttiim sadelegtirilmelerin yapilmasi ile Jacobi polinomlar: igin (1.26)

denkleminin ifade ettigi rekiirans formiilii
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) o (52—‘a2)
hle) = R ) ) g e e+ f 2n 4 D)

2(a+mn)(B+n) Py ()
(a+pB+2n)(a+B+2n+1) "
B (a+B+n+1)

B 2'(n+1>(a+ﬁ+2n+2)(a+ﬁ+2n+1
=) P.(@)
(@+pB+2n)(a+B+2n+2) "
2(a+n)(B+n)
(a+p+2n)(a+p+2n+1)

Bu()

)Pn-i-l (ZL‘)

P, 4(x)

(a+B+2n)(a+B+2n+1)(a+f+2n+2)x.P(z) = 2.

a—l—ﬁ

+n+1
a—i_ﬂ) n+1<x)

a+ B+
2n+1
+2. (a+n) (B +n)

a+pf
+2n + 2

an, by, katsayilar ile kiyaslandiginda; P, (z)’in katsayilarim tutan sirasiyla

(—1)"2e ve (—1)n Lo

@r.nl) @rnl)

Py (x)

/\‘i’/_\/_\

elde edilir.Yukarida yapilan iglemlerin aciklamasi agagidadir.

_ (=)
2 pll?

_ (=08,
~on, n‘51/2’
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Un (a+B8+n+1)
S (a+B4+2n+ 1) (a+B+2n+2)

70 |
Qn 5n+1 12
= 2n+1
Qp+1 (n+ )< 571 )
b _By_ (0=
a, o, (a+p[+2n)
b_n_ bn+1 _ (62—042)
an  Gny1 (a4+B4+2n) (a+B+2n+2)

Bu degerler rekiirans formiilii ile yer degistirebilir. kK = n+1, n, n—1 i¢in

normalize edilmis Jacobi polinomu olan % ile ji(z) ’in yer degistirilmesiyle,
k

bu formiil;

= 2(n+1)
a+ [
+n+1

(a+p+2n)(a+p+2n+1)(a+B+2n+2)z.J,(z,a,5)

a+p

+2n
Jni1 (@, o, B)
+ (B = a?)

a+ B+

2n+1
Jn(x7 a?/B) —"_

2.(a+n)
(6 +n)
(a+ B +2n+2)

Jn_1(z, , B)
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seklinde de ifade edilebilir(Jackson,1941 : 173).

Jacobi polinomlarimin diferansiyel denklemlerle olan iligkisi Pearson difer-
ansiyel denklemini agirlik fonksiyonu sagladigi gerceginden faydanilarak Jacobi
polinomu i¢in bulunan diferansiyel denklem agagida belirtilen (1.27) denklemi ile
ifade edilmistir.

Bulunan degerler (1.27) denkleminde ifade edilmesi ile

b
bg bgn
" +CLO ’
o | Py (x) + Py(@)= | (n+1) | Pulz) =0 (1.27)
+(2by
+byx? +ain
+CZ1)1’
" — / (67 +
(1 — x2) J, (z,a, B)+ & J,(z, o, B)+n & Jn(x,a,8) =0
—(a+5+2)x +n+1

ikinci dereceden diferansiyel denklemi elde edilir(Jackson, 1941 : 174).
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IKINCI BOLUM
PEARSON DIiFERANSIYEL DENKLEMI VE ILiSKIiLi
POLINOMLAR

2.1.PEARSON DIFERANSIYEL DENKLEMINI SAGLAYAN
EGRILER VE ILISKiLi POLINOMLAR

Istatistikte elimizde bulunan veriler gruplandiginda bir frekans dagilimi
belirtir  Bu  frekans dagihmi  net bir egri  iizerinde cikabilir,
bu egri matematiksel bir egri olarak gosterilirse bir denklem kurulabilir ve bu
frekans dagilimi kolayca tespit edilebilir ve bu frekans dagilimim veren egriler
icin en yaygin olarak kullanmilan 12 farkli egri tipine sahip olan Pearson Tip:
egrilerdir(Hildebrant, 1931 : 393).

(1.1) denklemi ile ifade edilen Pearson Diferansiyel denklemini saglayan
12 farkh egri tipi vardir ve bu egrilerin denklemleri ve onlardan elde edilen
diferansiyel denklemler agsagidaki gibidir:

1.

_ (l—i-%)va.(l—%)w — (az + bx)
RGN R
vyz(a + b)
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dx a2
. —2mx a®
- a2 <a2 _ x2) y
_ —2muxy
o (a2 — 22)
3.
T\ va
y = yO (1 + _> efvx
d va—1
_y = (1 + E) efvx.yo' (% _ (1 _) U)
dI’ a a a
i —Vvxr
 a+ta
4.

2\ —mMm
x —wv. arctan £
Yy = Yo (1+§> e arctan

-m—1 R
dy (—m) (1 + 2—2) . (i_g) _p—v-arctan £
. = Y A )
dx + (1 + i—i) . (_a;f’__vxz) _p—v-arctan ¢

—v.arctan £ = u olmas1 sebebiyle

1 + [E2 e —v.arctan £ [ 2mw + 1 + x2 B av
a2 .€ a2 22 . 2 n =

dy

%:yo
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y = yo.x e VT

= = —ha e Ty 4 a7 (v ey,

h v
= gz e/ (—; + F)

v — hx

y = yo.(xv —a)az"
dy g—1 _—h q —h—1
i Yo-q-(x — a) a7 + yo(z — a)?.(—h).x
—h
= yo(a: - (I)q.xih (_ ¢ + _>
r—a x
ha+ (a — h)x
= Y\
2 — ax
12
Yy = Yo.e 2
dy x? _2
_ —= — — .6 20
dx N
22

x*m
y = y0<1—|——>
a

d r\—m-1 ]
By, (14 2)
dzx a a
_.m
- a—l—xy
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xm
y = yo<1+—>
a

d r\ m—1
S m.yo. (1 + —) .

dx a
_my
- a+x
10.
y = Eeig
o
dy n, 1 ;»
27— (4 ets
dx O'( O’e )
1
o
11.
y = yo.xr "
dy o —m—1
i —M.Yp.T
m
= —Y
T
12.

<a1+x)p
Yy = Y
a9 — X

dy h.(a; + as + 2x)

dr (o +2).(as + x)y




Tablol: PearsonTip, Denklem Ve Pearson Diferansiyel Denklemi

Tipl =m0 =GR
TiplI y=w(1-%)" @ — ey
TiplIl Y =1 (1+§)”“ VT Ell_g _ ;%Zy

TiplV  y = o (1 I 2_;) " —v.arctan £ Wy (= 2o

TipV y=yor et =y (45F)
TipvI y=ole—apah oy (teeohe)
TipVII Y= yo.c 5 dy _ 2
TipVIII y=yo(1+2)" .
TipI X y=1o(1+2)" dy
TipX y=gee =%y
TipX1 y=1yo.x " e
TipX11 v=w () &=ty

Kaynak :Hildebrant, 1931 : 393

seklindedir(Hildebrant,1931 : 380).

Hatanin normal egrisi olarak kullanmilan egriler TiplII ve TipV II‘dir
(Hildebrant, 1931 : 380). Romanovsky, hatanin normal egrisi Hermite poli-
nomlarimin kullanimini gerektirdigi gibi; Pearson, Jacobi Polinomlarini iceren
Tipl ve Tipl’'in 6zel bir olayr olan Tipll‘yi buldu, TipIII, Laguerre polino-
munu igerir(Hildebrant, 1931 : 396).7TipIV egrisinin genellegtirilmesinde @

arctan(z/a) olmak iizere; P,(m,z) = (a4 2?)" e L2 [(a A ]
polinomu kullamlir. P,(m, z) = (a? + 22)™ "’ . L= [(a2 + g2)Tm _”9} ,p(z) =

<a2 + x2)—m efvarctanm/a’ ¢n($) — (CL2 + :L,Q)—m—&-n efvarctanx/a ve

p () ap + a1
p(x) b+ bix + box?

bilgisi ile

p (SL’) — (a2 + x2)fm71.efvarctanx/a.(_me . va)
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p(x) (—2mz — va)
p(x) (a2 + 2?)

ap = —va,a; = —2m,by = a®,b; = 0,by = 1 elde edilir. 1.27 denkleminde ifade

edilmesi ile

"

(a2 + 22)P.(z) + [—va + (2 — 2m)z] P, (x) — [n(n+ 1) — 2mn] P,(z) = 0

n

[fadesi elde edilir(Hildebrant, 1931 : 397).

TipV egrisinin genellestirilmesinde P,(h,z) = a".er Lo (z7" e )

polinomu kullanilir ve agirhk fonksiyonu p(x) = z7".e7 =,

e
S
I

" - v
z, (=h+ —
e r.T (—h+ :13>

aozv,a1:—h,bozo,ble,bgzl

1

(a®) Py () + [0+ (2 = h)2] P, (x) — [n(n+ 1 — h)] Py(z) = 0

n n

elde edilir, ikinci dereceden diferansiyel denklemi saglar(Hildebrant, 1931 : 380).
TipV'I egrisinin genellestirilmesinde Romanovsky;

Po(=h,q,z) = (z — a) 2" L [(x — a)t™.27 "] elde etmistir ve

plx) = (z—a
plz) _ x(g—h)+ha
p(x) 2 — ax
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bOIO,bl :—a762:1,a0:ha,a1 :q—h

z.(z—a)P,(z)+[1—=h)(z—a)+ (¢+ 1)z] P,(x) — [n(n+ 14 q — h)] Py(x) =0
Ikinci dereceden diferansiyel denklemi saglar(Hildebrant,1931 : 396).
Romanavsky y = Agug+ Ajus + Agus + ... seklinde ug, ug ug, ... 2'e bagh
bir fonksiyon ve Ay, A; As, ... sabiti gostermek tizere Tip I — 11 — 111 ve TipVII
egrilerini sonsuz serilerle ifade etmistir.
Tipl egrisiy = yo (1 + f)w (1 — %)Ub icina > —1,3 > —1 a ve b herhangi
bir sabit olmak tizere uy = (a + z)*(b — z)”dir. Bu fonksiyon (—a,b) arahiginda

stirekli ve tamimlidir(Romanovsky,1924 : 107)

w, = D*a+x)**b—2)* (k=1,2,3..)

up = ugdy
(a+1i), = (a+i)(a+i+1)...(a+k)
(B+h)y = B+h)(B+h+1)..(B+h)
o = (a+1), (b—m)k—%(a+2)(5+k)k(b—x)k_l(a+x)+...+
(=D*B+a+a2)"

oy;Jacobi polinomlaridir.Ortogonal ve normalize durumu

b

b
[uo-dp0pdr = Jyh =k

saglar(Romanovsky,1924 : 108) Ayrintili ¢oziimii boliim 1.2.3 te ele alinmigtar.
h = k durumu icin k kez kismi integrasyondan sonra z = “*x doniigtimii

ile (—a,b) den (0,1) araliginda
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b
Jy = fu0-¢k'(bhdx

— (_1)ka¢kjb‘ (a_'_x)a-&-k: (b . %)B-HC dr
= (=1)*.D*.¢,J,

b
J, = [(a+2)*™"0-2)"de

1
_ (a + b>a+ﬁ+2k+1 fzoc+k (1 o Z)BJrk dz
0

= (a+ b B+ k+1,8+k+1)
atproer D(a+k+ DI (B+E+1)

= (a+b) T(a+ 5+ 2k+2)

gama fonksiyonun I'(z+1) = aI'(x) ozelliginden faydamlmas: ile

F@E+k+1)=(0),T6):;T(a+k+1)=(),I(a),

atproes L(a+k+ DT (B+k+1)
- D(a+p+2k+2)

— (4 atpronrt (@), (8), I (a) T (8)

(@+9) (a4 By (@ + )

J, = (a+Db)

Ji = (=1)*.D*.¢, J, jacobi polinomunun
(=)".D g =kl (a+ B+ k + 1)y,
ifadesinde

B a+B+2k+1 (@), (B)y
e =kl (a+B+k+1)y (a+Db) @t Bl

ile ifade edilirse

()T (B)
=M Tt )

elde edilir(Romanovsky,1924 : 109).
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y = Agup + Ajug + Aqug + ... serisi sag kismindaki terimler (—a,b) ar-

aliginda yakisak olsun ve kisaca y = > Apuy gosterilmek iizere
h=0

0o = 1,1, ¢g, .... polinomlarimin herhangi biri ile terim terime c¢arpilip (—a,b)

araliginda integrali alindiginda

y = > Apuy
h=0

b
Sk = fygbkdx

b b 00
Jyopde = [ ¢, > Apupdz
—a —a h=0

19 b
= > A [uodyopdr
h=0 -
Sk
A, = — k=0,1,2,...
k Jk’ ( ) Ly 4y )

b
Ay katsayilart bulunur.Sy = f ydx'tir. Bu bilgiler altinda;

—a

y = Aouo + Ajus + Aqug + ...

% o+ Pty + iy 1
= —U —U —Ug T .....
Yy To 0 7 1 7 2

Je = M\ Fr(fifi(f))» egitlikte yerinde ifade edildiginde

ST(@+h) . ST(0+p)

N P NTarE™
. SO F(Oé—i—ﬁ) )\051 )\052
Y= Twr@ e P T s T

elde edilir(Romanovsky,1924 : 110).

So L(atp)
o T'(a)T(B)

Bu serinin ilk terimi y = ug verilen y fonksiyonu icin bir

yaklagim olarak iligkilendirilir.
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= atp+1 a.fB
o = (e (a+pB)(a+pB+1)

- &F(oz—l—ﬂ)u
YT NT@T @)
B So (a+B8)(a+B+1) T'(a+p) 4t ) (b — )P
= o ap T T
So ['(a+ 5+ 2)

@+ )L T(a+ DT (B+1) (a+ 2)*.(b— z)°

T % = v olsun.y fonksiyonunun sag tarafin1 b°, a® ile carpilip boliinmesi ile
y o= o TOEIED) ey 0Ty Pty
(a+0)2 8+ T (a+1)T (B +1) . ;
_ So F(Q+B+2) (g>a é B<1+£)a(1_f)6
(@t b)(a+ bt T (@+ )T (B+1) \v/ \v - (1=
— SO F(O!+B+2) aa_/@ﬁ (1+E)a (]__E),B
(a—i_b)(a;rf—lzw-‘r(a—f-l)lﬂ(ﬁ-kl)'Ua+5' PR ;
So oﬂ.ﬁﬂ I'(a+5+2) .. £,
) (1+ =) (1—7)
(a+b)(a+ )T (a+ )T (B+1)"  a b
S a. B T 0‘+5+2 .
Yo = (afb) (a+ﬁ)ﬁa+a p(a(ﬂ)r(ﬁll) olmak iizere
z T
y=yo(1+=)"(1~ E)ﬁ
elde edilir.
o _ B_,
a b
x x
y = yl+)%(1-7)
L x
= 14 ZYyav (1 — )b
y = wl+=)"(0-7)
Bu ifade T'ipI egrisinin frekans denklemini temsil eder(Romanovsky,1924 : 111).
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(1—x2)y”+2[a—5—(oz—l—ﬁ)x]y/—i-n[n—1+2(0z—|—ﬁ)]y:0

ikinci dereceden diferansiyel denklemi saglar (Fujiwara, 1925 : 1)

2.2. PEARSON DIFERANSIYEL DENKLEMININ POLINOMSAL
iFADESI

ldy ap + arx
ydr by + bix + boa?

Pearson diferansiyel denkleminin pay1 birinci dereceden ve paydasi ikinci
dereceden bir polinomdur. Pay N ve paydanin D ile gosterimi agagida ifade

edildigi gibidir.

ldy N
yde D
Teorem 2.1 :g—i = %y’nin bir ¢oziimii ise, 2% en fazla n.dereceden bir
y dzx

polinomdur(Hildebrant, 1931 : 399).
Ispat:n = 1 icin pay birinci dereceden bir polinom olan N ifadesini Pi(x) oldugu
aciktir ; D-% = Ny, éD% = Pi(x) i¢in saglar. D.% = Ny ifadesinin diferan-
siyellenmesi ile D.Zi—‘g + D/% =N .% + N'y elde edilir. Ifadenin D ile carpilmas:
durumunda ;

d?y  dy dy

2 !

ifadesine doniistir. D.j—g = Ny ifadesi (2.1) esitliginde yerine koyulmasi ile den-
klem D2§27§’ + D'Ny= N.N.y+ N'Dy seklini alir ve y parantezine alinarak;
d2y ’ /
DZ—:(NZ—ND +ND>y (2.2)

dx?
elde edilir.(N 2_ND' +N /D) ikinci dereceden bir polinomdur . D’ lineer, N’
sabit, D = by + byx 4 byx®, N = ag + a1z, N' = a, dir.
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Yukaridaki belirtilen degerler ile (2.2) denkleminde gosterilmig sekli
asagidaki esitlikte ifade edilmistir.

d?y at — agby + aghy + x(2apay

D*— =
dz? —2a0b2 — a1b1 — 2@1[)2 + a1b1

T+ (af + arby)2? | y
D', lineer; N'sabit ve (N 2_ND +N 'D) ikinci dereceden bir polinom oldugu
aciktir ve n icin bu ifadenin genellestirilmis sekli; N, D ve tiirevlerine bagh olarak

n.dereceden bir polinoma karsilik gelir ve D”.gz—}{ = P,(x)y seklinde ifade edilir.

m < n igin D”.% = P,(x)y esitliginin diferansiyellenmesi ile
cd™y dntt dy  dP,(r)
nD" D —2% 4+ D" = P,(x)-= =
don TP gy = B g 0

elde edilir ve denklemin her iki tarafinin D ile carpilmasi ile;

Ad™y dntl dy dP,(z)
D'"D — 4+ D""'——y = DP, D—2 2.
nDD o+ Dy = Dhe )dx+ Y (23)
ifadesine doniisiir ve bu esitlik % = Xy ve D4 T4 = P,(z)y esitliklerinin
faydanilmas: ile yeniden diizenlendiginde
d" 1y dy s d™y dP,(z)
ptl—= = D.P, nD"D D.—
dxntt (*)- 3 dr dx™ + dz
N , dP,(x)
P, = D.P,(x)=y—nD P, D.
1 (2)y n(@) 5y —nD Pu(@)y + D.—
, dpP,
= {NPn(x)y —nD P,(x)y+ D. dx( )y}
dpb,
Poii(z) = Po() [N D] 4 D. d( z) (2.4)
x

elde edilir. (2.4) esitligi ile bir rekiirans bagintisidir ve (n + 1). dereceden polino-

mun , n. dereceden polinom ve onun ilk tiirevinin birlesimi ile elde edilebilecegini

60



gosterir (Hildebrant,1931 : 400).

Hermite, Legendre, Laguerre ve Jacobi polinomlar1 ortogonal polinom-
larin ozel tiirleridir. «, S‘nin varligi sebebiyle ortaya cikan &, Jacobi ve Laguerre
polinomlar: igin ortogonal polinomlarin gosterimi P, (k, ) ile ifade edilir. P, (k, z)
ile P,(x) arasindaki fark P,(z) ’te teorik olasilik yogunluk fonksiyonu y = f(z)
olarak almir, P,(k,x) lerde ise k herhangi bir reel say1 olmak {izere D*y lerden
olugur ve bu y = f(x) i¢in Pearson diferansiyel denklemini saglayan durumlar,

u = Dy ler icinde saglanir.

dy _

dTL
%_ —_

dx™

Teorem 2.2: 1y, %y’nin bir ¢oziimii ise; iD"*k (D¥y) ,x en fazla n.

dereceden bir polinom olmak iizere P, (k, z)'in bir polinomudur.k = n ise i;i—"n (D™y),

en fazla n. dereceden bir polinomdur(Hildebrant,1931:401).

Ispat: % ifadesinde y = f(z) yerine u = DFy i¢in

d / dy
—(D*y) = kD*'D DF —Z
dw( Y) y+Dh

%y denklemde yerine koyulur

<

(¢]
aE
<

Il

di(Dky) = D" 'y(k.D' +N)
T
N+ kD'
()
du  (N+kD y
de D '
ldu N+kD'
wdr D

elde edilir. Payda bulunan N + kD' birinci dereceden bir polinomu ifade eder

. e . . . . : ldu — N
ve payda ise D ikinci dereceden bir polinomu ifade eder,dolayisi ile -9 = & ve
Pearson diferansiyel denkleminin ¢zelliklerini saglar. Genel olarak n. dereceden

ortogonal polinomlarin diger gosterimi
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d™y
dz™

n

ile gosterilir. f(z) = Dy

Ile ifade edilir. (2.4) denklemi ile ifade edilen rekiirans iligkisinin P, (k, z) "ler igin

gosterimi asagida gosterilmistir.

d”(Dk )
P (k — Dn k‘—
n(k;7) Y dx™
1 . dn(Dk—l—ly)
Pn(k + ]‘7‘T) = Dk-+1 ° dxn
1 d"™
— Dn k—1 Dk+1
; dzn( Y)
_pq d”
y.P.(k+1,2) = D"* 1.%(Dk+1y)
(y.Pok+1,2)) = (n—k—1).D""*2D" I " DF+1
Y.y ) - : ' drm Y dCL’”"H Yy
elde edilir. Bu ifade
/ d dP,(k + 1,
(y.Po(k+1,2)) =P,(k+1,2).—= & + —( ?) R (2.5)

dx dx
e (2.5) denklemi denktir .(2.4) ve (2.5) esitliklerinin sag kisumlari brbirine

egitlenerek ve her iki tarafinin D ile carpilmasi ile,
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(TL k- 1) ankfl D’ ﬂ(DkHd n—k dmtt
.D . y)+ D

( k+1
dam dxn+1

y) =

(n—k—1)D'yPy(k+1,2) +yPoy(k+1,2) = y +

dPy (k+1,z)
dzx

(N.
g (n= k=) D' Pk +1,2) + Pua(k+1,2)) = y| Pulk+1,2)
+D. dPn(s:l,a;) )

AP, (k +1,7)

Pog(k+1,2)=|N+(k—n+1)D"| Py(k+1,2)+ D. -

(2.6)

elde edilir (Hildebrant,1931 : 401).(2.6) denklemi ile P, 1 (k+1, x)’ler i¢in rekiirans
iligkisini gosterir ve bu iligki; (n + 1). dereceden polinom , n. dereceden polinom
ve n. dereceden polinomun tiireviyle elde edilebilir.

k =n i¢in (2.6) denklemi

dP,(n+1,z)

” (2.7)

Popi(n+1,2)= [N + D'} P.,(n+1,z)+ D.

(2.7) ile ifade edilir(Hildebrant,1931 : 401).
Laguerre ve Jacobi polinomlar: ; (2.6) denklemini , (2.4) denklemi ise

Hermite polinomlarini saglar. N = ag + a2 birinci dereceden bir polinom olmasi

dy

sebebiyle ve 5 = %y Pi(z) i saglar;D" = 0,N" = 0 degerleri goz 6niinde
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bulundurulmasi ile (2.4) rekiirans bagintisindan yararlanilarak

N ldy
D ydx
1dy
P = -
() ydx
1IN
= D——
yD’
Pl(flj) = N
’ dpl(fﬁ)
Pi(z)(N —= D)+ D.—
1(2)( )+ .
N(N -D)+D.N
N?*-ND +N'D
: dP:
P2(x)(N—2D)+D.2—(x)
dx
! ’ ! d ’ /
(N* -~ ND +ND)(N—2D)+D.d—(N2—ND + N D)
xr
N3 —3N2D' +3NN'D +2N(D')>—2N'D'D — NDD"
, dP.
Pg(x)(N—gDHD.%

<N3 _3N2D' + 3NN'D' +2N(D')2—2N'D'D — NDD") <N - 3D’>

d ’ / ! / / / "
+D.— <N3 —3N2D' +3NN'D' +2N(D')> —2N'D'D — NDD )
X

(N3 —3N2D' +3NN'D' +2N(D')* —2N'D'D — NDD”) (N - 3D’)
3N2N' —6NN'D' —3N?D" + 3(N')?D
+D.| +3NN"D +3NN'D'+2N'(D')?+4ND'D" —2N"D'D
—2N'D"D -2N'(D')? -~ N'DD" — ND'D" — NDD"

Py(x) = N*—6N°D +6N2N'D+11N*(D')?

—14NN'DD" —4N?DD" —6N(D')? + 6N D(D')?

"

+6NDD'D" +3(N')?D* — 3N D*D
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Pearson difreansiyel denkleminin polinomsal iligkisini gosteren ilk 4 polinom N
ve D’ye bagh olarak ifadesi elde edilmigtir(Hildebrant,1931 : 402).

Pearson Diferansiyel denkleminin pay N ve payda D'ye bagh genel
gosterimi EK 1 de ifade edilen Leibniz formiilii kullanilarak elde edilen rekiirans

iligkisi agagidaki gibidir:

dy N
de D y
dy

—~ = N
dx 4

Pearson diferansiyel denkleminin sol ve sag kisminin EK 1 'de ifade edilen Leibniz

formulii ile agilmig ifadesi sirasiyla

dn+1y ’ dn ” dn_ly
D'dx"“ * ( >D %—'— ( )D dxn1

d™y n\ .. d" 1y
N— N —=
dxm * (1) dxn—1

dir ve bu denklemleri D.% = Ny’de yerine koyulmasi ile

/NS n
(D20 = (g
d"tly Ay n(n—1) _.d" 1y d™y LAy
D. nD D = N.— N
daxnt Tt dxm * 2! daxn—1 dxm T daxn—1

ve bu ifadenin her iki tarafimida D" ile ¢arpilip1 diizenlenmesi ile

n+1 m -1 . , m—1
Yy prnD — N)@JrD"{MD _nzv}d v_y

Dn+1
dxm 21 dxn—1

sonucuna ulagiir. P, (z) = 1D'” LY¢den D" L2 = y.P,(z) oldugu goriiliir. Bu

dx™
ifade n = n — 1 i¢in ifade edildiginde ; D"~ 1dzni3{ = yP,_1(x) ifadesinin
Dt d;:f{ + D*(nD" — N) d;f{ + D" [MD — nN} Znnl = 0 ifadesinde
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gosterilmesi

(n—1)

Yy | Posr(z) + (nD" — N)P,(z) +nD { D" — N'] Pn_l(x)} =0

ve.ifadenin y ile boliinmesi ile (n + 1). dereceden polinomun n ve (n — 1).

dereceden rekiirans iligkisi (2.8) denklemi ile ifade edilir.

(n—1)

Poi(z) + (nD" — N)P,(x) +nD { D" — N’] Pnl(a:)] =0 (2.8)

elde edilir(Hildebrant,1931 : 403). (2.4) ve (2.8) denklemi birbirlerine esit den-

klemlerdir ve dolayisi ile n [N g @D”] DP, i(x) = D.%‘ dir ve boylece

. (n

esitligi ile yeni bir n ve (n — 1). ‘den polinomlara bagh rekiirans iligkisi elde
edilmis olur veya (2.9) rekiirans iligkisi (n + 1). dereceden polinomun tiirevi baz

alinarak yeniden

dPn+1 (x)

=+ ) {N’ — @D"] P,(z)

elde edilir(Hildebrant, 1931 : 404).
D = by+byx +byx?, D' = by 4 2byz, D" = 2by, N = ag+ a1z, N =a;, N =0

dPn—i—l (.Z')

= (n+ 1) (a3 — nby) P,(x) (2.10)

(2.10) esitligi ile (n + 1). dereceden polinomun n. dereceden polinomla olan

rekiirans iligkisini gosteren denklem ifade edilmis olur. 2.2 béliimiinde ,bazi kay-

2

naklarda Hermite Polinomlarimi p(x) = ™ igin n. dereceden
22 dn€_$2

H,(z)=(—-1)"e e
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ile ifade edilmistir ve incelemeler bu gosterime gore yapilmistir.
EK 4 ’de elde edilen %jm) = 2nH, () ifadesi ve H, . 1(x) —2xH,(x)+
2nH, _1(x) = 0 rekiirans iligkisinden faydanilmasi ile elde edilecek esitlik agagidaki

gibidir.

Hyii(x) —22H,(v) +2nH,_1(x) =0

Hopi(z) = 20H,(x) — 2nHy 1 (2)
Hypi(z) = 2xH,(x) — H,(x)

—H,1(x) = —2zH,(z)+ H,(x)

P 1) = (—1)" L Hy (@)

o) = (—1)" —er_IQHn(x)%—e_xQH;(x)]

elde edilir.
n=n—2ign ¢" H(z) = (=1)" e * H,_;(z)dir.

O (2) + 220" (z) + 2np" H(x) = 0
(—1)”+1Hn+1(x)e_x2] 4 2. (— 1) Hy(x) + 2n(—1)"" H,_,(z) = 0
[Hpir () — 20 H, (2) 4+ 2nH, 1 (z)] e = 0

(Hpi1(x) —20H,(z) + 2nH,_1(z)] = 0

elde edilir(Hildebrant,1931 : 395).

p(z) = e icin yukanda [H, 1(x) — 2zH,(z) + 2nH, 1(z)] = 0,
(n+1).,(n). ve (n —1). dereceden rekiirans formulii ile H,(z) = 2z0H,(z) —
H (r) ifadeleri esittir. Hyq(x) = 20H,(r) — H, (z) ve
[Hyi1(z) —22H,(x) + 2nH,_1(z)] = 0 esitliklerinin (n + 1). ve (n).dereceden

Hermite polinomlarimin katsayilar1 esit olmasi sebebiyle geriye kalan

H

n

!

() = 2nH,_1(x) olmasim gerektirir. (2.4) denkleminin diferansiyellenmesi
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ile;

/

P, (z)+ (nD" — N)P,(z) + (nD' — N)P,(z) — D'P,(z) — D.P, (z) =0

elde edilir(Hildebrant,1931 : 404)
P, (x)+ (D" = N)P,(z)+(nD — N)P,(x) — D' P,(z)— D.P, (z) =0

denkleminde; (2.9) denkleminin n = n+1 igin ifadesi ile gosterimi olan dl)%;(x) =

(n+1).[N" = 2D"] P,(z) yerinde ifade edilmesi ile ,

N nD n
(n+1) | Polz) + | Pul@) + Py (2) — dP ( ) =
-5D —N —N —
1! N
DP, (x)+ P(x)—n P,(z) =
(n—1)D
ikinci dereceden diferansiyel denklemi saglayan iligki

elde edilir(Hildebrant:1931 : 404).

Hermite polinomlar: ikinci dereceden diferansiyel denklemi saglar ve
H,pi(v) — 2zH,(v) + H, (2) = 0 in diferansiyellenmesi ile
H, (v) — 2H,(z) — 2zH,(x) + H,(z) = 0 elde edilir ve H, (z) = 2(n +
1)H, () esitliginden faydalamilmasi ile H,,_(z) -2z H,(z)—2zH, (z)+H, (r) =0

denkleminde yerine koyulmasi ile

/

H, 1 (2) = 2H,(2) — 2:L‘H7/’L(‘/E> + H;;(a:) =0
H, () —2zH,(z) + (2n)H,(z) = 0
elde edilir(Hildebrant, 1931 : 395). Elde edilen denklemi;

DP(z) + [N —(n— 1)D’} Pl(x)—n {N’ . %} Pu(z) =0
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ikinci dereceden diferansiyel denklemi P,(x)’ ler igin ifade edilir, P,(k, z)’ler igin
ikinci dereceden diferansiyel denklemi saglayan denklemin elde edilmesinde ilk
once P,(z)’ler i¢in bulunan 2.4 denklemini ve P,(k,z)ler igin saglanan (2.6)

denkleminden faydalanilmasi ile ;

d N

d
D%Dky = ND%y

esitliginin EK 1’de Leibniz formiiliiniin kullanilmas: ile sirasiyla

dn+1 n ’ dn n " dn_l
D. DF D —D* D DF
dznri Y N (1) Y - (2) dzn—1 Y

ve

dar n\ d* 1!
N.—DF DF
dzn Y - (1) dzn—1 Y

elde edilir. NV .;i—"nDky + (T) dr—! D*y denkleminin D" ile carpilmasi ile bu ifadeler

dzm—1
D% D*y = N DFy esitliginde yerine yazilmasi ile N D”dnd:cL:y +nD"N' dci”,:l Dk
dn+1 ’ dn n(n — ]_) " dnil anky
n+1 k n Nk n k — n
D —d:r”+1D y—i—nDDdan Y+ 5 D"D dx”—lDy ND o
+nD"N'
dn—l .
dxnfl
elde edilir ve bu esitlik
1 d"
P,(k,x) = ——D"—DF
1 davt
Poa(k,x) = D! D"
1( 7ZL’) Dky dpn—1 Yy
P (lf ) 1 Dn+1 dn—i—l Dk
n , L =
+1 Dky A+l Y
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bilgileri goziiniinde tutulmasi ile

! - 1 1"
DFyPy 1 (k,x) +nD D*yP,(k,x) + %.D.D P,_y(k,x).DFy = ND"y
P,(k,x)
+nD

N Dy

Pn—l(k; ZL‘)

DFy parantezine almarak gerekli sadelestirmeler yapildiktan sonra

Poi(k,z) + (nD" — N)P,(k,z) +n {(” ; Ypr N'} DP,_y(k,z) =0 (2.11)

(2.11) elde edilir.(2.6) denkleminden

' dP,(k
P (k7)) = [N +(k—n)D } Pk, 2) + D.SEn k)
dz
bu ifade £ = k + 1 igin ifade edildiginde
Pk +1,7)

Poia(k+1,2) = [N+(k+1—n)D’} Palk +1,2) + D. =

elde edilir(Hildebrant,1931 : 401).
(2.11) ve Pyyi(k,z) = [N+ (k—n)D]| Py(k,z) + D,% esitliginde

P,.1(k,z) igin denklemlerin egitlenmesi ile

dP,(k,x)
T dx

o (n—1)

D — —kD'P,(k,z) + n. [N —

D”] .DP,_(k,x)

elde edilir ve elde edilen bu egitligin her iki tarafini D parantezine alinarak

sadelestirilmesi ile
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dPn<k,$) . i1 ’ (n — 1)

D”] P,_i(k, x) (2.12)

elde edilir.(2.6) denkleminin diferansiyelenmesi ile

/

Pra(k,a) = (N +kD"=nD") Pu(k,x) + (N + kD' —nD + D')P,(i24p)
+P(k,z)D

elde edilir. (2.9)22E2) — p [N~ 0P| By (x) denkleminin bilgisi altmda

P,(k,z)’ler i¢in egitlik soyledir:

N+kD' = N, N'+kD" = N', 4albz) — [(N/ +kD") — <”;1>D”] Py (k)

esitligini n + 1 i¢in yazilirsa;

dpn+1(k7 x)

o, —(nt1) {(N + k:D”) - %} P, (k, ) (2.14)

elde edilir.
(2.13) ve (2.14) denklemlerinde P, , , (k, x) ifadesi gekilerek esitlenmesi ile

/ " D” ’ 1" "

(n+1) [(N 4 kD ) - ”T} Pu(k,z) = (N + kD" —nD >Pn(k,x)
+(N + kD —nD + D)P,(k,z)
+P.(k,z)D

" N , N’
D.P,(k,z)+ | Pulk,z) —n | Palk,2) =0
—(n—k-1)D _WD

(2.15)
elde edilir(Hildebrant, 1931 : 404). P,(k,x)’ler i¢in ikinci dereceden diferansiyel
denklem elde edilir. (2.15) denklemi k& = n i¢in ifade edilmesi ile
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1 ! / ! ].
D.P, (n,z) + <N+D)Pn(n,x)—n(N + (n—2|— )

D"> P(n,z) =0 (2.16)

ikinci dereceden diferansiyel denklemi elde edilir(Hildebrant, 1931 : 405). (2.16)
Legendre polinomlar i¢in de kullanilir.

Po(z) = L @0 dy 0y N = 0N = 0,D = (22— 1),D =

2 .n! dz™ ) dx (z2-1)>

n

2¢,D" =2,D" =0

(22 —1)P, (n,x) + 22P,(n,z) — n(n + 1)P,(n,z) = 0 (2.17)

elde edilir(Hildebrant, 1931 : 406).
(2.8) denklemi ile ifade edilen rekiirans iligkisi P,(k,x)ler i¢in ifadesi
agagidaki gibidir.

dD%y
dx

= kD" 'D'y+ DMy
: N
= k.D*1Dy+DF—
y+D'5y
= Dy kD 4 N

ifadesine doniistir. Ikinci dereceden tiirevi ve daha yiiksek tiirevleri,

d?DFy _d

ol =Dy [kD’ + N} + [kD” + N'} D+

N =ay+a1z,N =a;,N' =0

ngk d2 ! d 1 !
—d$3y = DYy [k;D +N] + D"y [k;D +N]

" " 1" ! d
+ [kD TN ] Dty ¢ [k:D + N] DYy
T

D = b() + blx + leEQ, D, = b1 + 2b2$, D” = 262, D/” =0
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3Dk 2 !/ " !
DY _ & pr, (kD' + N| +2 [kD" + V] L priy 1o
dx dx dx

d4Dky d3 k1 ’ " ’ d2 k—1
32 y[kD +N} +3[k:D +N} 5Dy

Bu tiirevlerden yola gikilarak ifadenin n 4 1 kez tiirevlenmis durumu,

dn+1

n

dn—l

’ d " /
k _ k—1 k—1
(D y)_[NnLkD}%D y+n[l€D +N}—dx”*1D y
k=Fk+1ign
dn-"_l k+1 i dn k " ! dn_l k
T (DMy) = [N+(k+1)D] - Dry+n [(k+1)D +N'| =Dy
(2.18)

(2.18) denkleminin her iki tarafi denkleminin her iki tarafini D"* ile carpilmasi

ile;

dn+1 n

, d
Dily) = [N +(k+1)D } D't Dy

n—Fk
D dxn+1(
+n [(k+ 1) D// + N/:| Dn*k dn—l Dky
dzn—1

elde edilir.

1 d"
P.(k = —pr—Dk
1 n+1 dmt! k+1
Poi(k+1,2) = Dk+1yD WD Yy
1 dn—l
P, 1(k = Dt DF

Bilgileri kullanilmasi ile (2.18) esitliginden
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Poii(k+1,2) = |N + (k + 1)D/] Pu(k,z) +n [N’ 4 (k+1)D | D.Pyy(k, )
(2.19)
(n+1). Dereceden polinomun n. ve (n—1). Dereceden polinomlara bagh rekiirans

bagintisi elde edilir. (2.19) rekiirans iligkisi & = n i¢in

Poi(n+1,2) = [N +(n+ 1)D'] Pu(n,z) +n [N/ +(n+1)D"| D.Br_i(n,2)
(2.20)
P,i1(n + 1,z), P,(n,z), P,_1(n,z) polinomlarin iceren rekiirans iligkisi elde
edilir(Hildebrant, 1931 : 407). (2.4) esitligini P, (k,z) ’ler igin gosterimi su sek-
ildedir, (2.9) denkleminde N + kD' = N,N + kD" = N’

dP,(k, )

dx

=n [(N + kD") - (HT_DD"] Py (k. 2)

n = k igin,

dPn(n,ﬂf) i / 7 1+n
T_n[]\f +D.( 5 )] P, 1(n,x)

1 dP,(n,x)

P._i(n,x) = - — 2.21
mt) = D (E)] s (2.2
elde edilen (2.21) denklemi (2.20) denkleminde yerine ifade edilmesi ile;
Po(n+1,2) = [N +(n+ 1)D’} Pu(n,z)+n |N +(n+ 1)D”] DP,_i(n,z)
N+ (n+1)D" _ dP,(n,z)

N 1 D'} P,(n. D.

Vot (et DD P o) + S e D
rekiirans iligkisi elde edilir(Hildebrant, 1931 : 408).

Ozet olarak bu béliimde P, () ve P,(k, ) polinomlarmin rekiirans iligk-

ileri incelendi. P,(z)’ler icin (2.4) denklemi olan P,.;(z) = P,(z) [N —nD'] +

dPp (n,x)
D. ===

rekiirans bagintis1 P, (k, x)’ler i¢in (2.22) denklemi olan P, 1(n+1,z) =
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, N +(n+1)D" 1 dPu(nyz) .
[N+(n+1)D}Pn(n,a:)+N,ignTL;D,,.D. n.2),

Ardigik iki polinomun rekiirans iligkisi P, (x)’ler igin, (2.9) denklemi olan

)
2

D”] P,_1(x)

;P (k, x)ler igin |

dP,(k,x)
dx

(n—-1)
2

=n. [(N/ +kD") — D"] P, (k. x)

(n+1).,n. ve (n—1). dereceden polinomlar: igeren rekiirans iligkisi P, (z)’ler

i¢in(2.8) denklemi olan

Poir(z) + (nD' — N)Py(z) +nD {(”; Ypr_ N’} Pnl(:c)l =0

P,(k,x)’ler igin;
Poi(k+1,2) = [N+ (k+1)D']| Py(k,2) + n [N + (k+1)D'] D.P,_y(k,z)
iligkileri ifade edildi ve bu iligkileri saglayan ortogonal polinomlar {izerinde

incelendi.
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2.3P,(k, x) VE D’NIN ORTAK KOKLERIYLE ILISKIiLi
TEOREMLER

1dy - ap + a1x N
ydr  by+bix+byz? D

Pearson Diferansiyel denkleminde E.Hildebrant ortak koklere sahip
olmayan sirasiyla N ve D, z'in sirasiyla birinci ve ikinci derecelerini agmayan
Pearson diferansiyel denklem ¢oziimleriyle iligkili P,(k,x) genel polinom sistemi-
nin varhgini kurdu.(Beale,1937 : 206).

Bu boliimde P, (k,x)’ler i¢in elde edilen doért ana rekiirans bagmtis: ile
P,(k,x) ve Pearson diferansiyel denkleminin paydasimi ifade eden D’nin ortak
kokleriyle olan iligkileri teoremler altinda incelenmeye calisildi. Oncelikle bu dort
ana bagintinin ilk ii¢ tanesinin Bolim2.2‘de elde edilen rekiirans bagintilarinin
yardimi ile gosterimi agagida ifade edilir.

Boliim 2.2 ‘de elde edilen (2.6) rekiirans denklemini & + 1 yerine k i¢in
denklem yeniden ifade edildiginde;

Poi(k,z) = [N+ (k - n)D’] P (k,z) + D.P.(k, ) (2.23)

ifadesi elde edilir(Beale, 1937 : 207).(2.23) bu béliimde incelenecek dort ana

bagmtimin ilkidir.(2.9) denklemi olan % = n [N’—@D” P, 1(x) ve

i% = % esitligi Pearson diferansiyel denklemini saglar ve herhangi bir & reel

sayisi icin teorik olasilik yogunluk fonksiyonu olan D*y‘de Pearson diferansiyel

denklemini sagladigini énceki boliimlerde ifade edilmigti. Dolayisi ile;

k
ADY) _ ), prtpfy 4+ pr 2
dx dx
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N AN

dx D
Ldu _ N kD'
wdr D D
Bu ifadede %Z—Z = % yerine koyulmasi ile %Z—Z = % + k% = % . Bu
bilgiler altinda dP(;;I(w) =n [N/ - %;UDN] P, 1(x) ,N+kD =N,N' +kD" =N

elde edilir ve (n + 1). Dereceden polinom igin denklem ifade edildiginde

MD”] Po(k, ) (2.24)

Pralboa) = (a4 1) [N 2

ikinci ana bagmti elde edilir(Beale,1937 : 207). (2.24) denklemi ile (n + 1).
dereceden polinomun tiirevi; n .dereceden polinom ile ifadesi elde edilir. (2.23)
denkleminde W =n [(N "+ kD") — (T‘z;l)D”] P,_1(k, ) bilgisi yerinde ifade
edildiginde (2.23) denklemi

i ! 2 - 1 1"
P (k,z) = [N 4 (k—n)D } Po(k,z) + n.D. {N LRty )

2
(2.25)
déniigiir ve (n + 1). polinomun ; n. ve (n — 1). dereceden polinomlarla diger bir
iligkisi elde edilir(Beale, 1937 : 207). Elde edilen (2.23),(2.24) ve(2.25) bagmntilar:
D ve P,(k,x)lerin ortak kokleriyle olan iligkili teoremlerde kullanilacaktur.
Lemma : P,(x); n.dereceden  bir  polinom  olmak iizere
P, (x)veP,(r); (x — a)™nin bir carpanim igeriyorsa; m < n ise P,(z) ; (z —

m—+192

a) in bir garpanim igerir(Beale,1937 : 207).

(2k — n)
2

/

P (kx)=(n+1). [N + D"| P,(k, )

diferansiyellenmesi ve P, (k,x)’i elimine edilmesi ile
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P (kx) = (n+1). {N’#MU”} P,(k, ) (2.26)

+(n+1). {N’ + MD”} P (k,x)

elde edilir.

N = CLO—I—CLlZL‘,N/ = daq, N” = O,D = b0+b1$+b21‘2, D/ = bl+2b21‘,D” =
2by, D" = 0 degerleri goz oniinde tutulmasi ile (2.27) denklemi

"

P! (kx) = (n+1). {N’ + MD”] P.(k, )

5 (2.27)
elde edilir.(2.27) denkleminde P (k, ) yerine
% = [n.N "+D" (%)} P,_1(k, x) ifadesi yerine koyulmas: ile

"

P (kx) = (n+1).n. {N’ + MD"} . {N” + wﬂl Poa(k, @)

elde edilir.

"

P (k) = (n+1)n. {N’ + (2’“2—_”)1)”} . {N’ + wﬁ’} Poi(k, )

+(n+1).n. [N’ + (2]“2—_”)1)”] {N" LDk > n 1)]

P, i(k,z) +n.(n+1). {N’ + MD"} .

2
/ 2 - 1 " !
{N _1_%]) } P (k)

Bu ifadede N = ag + a1z, N = a;, N~

= O, D = bo —f-blfL' + b2l’2,
D' = by + 2byx, D" = 2by, D" =0

n

! 2k - 1" ! 2k - ]_ 1" /
P (k)= (n+ 1) | N + (T")D ] | {N + (—Z"JF)D P (k)
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elde edilmesi ile (n + 1). dereceden polinomun iigiincii dereceden tiirevini N, D
ve N’nin ve D’nin tiirevlerine bagh olarak elde edildi ve ifadeyi bu yukaridaki
elde edilen tiirevlerden genel bir ifade elde etmek istenirse (n + 1). dereceden

polinomun ¢. tiirevi;

P9 (k,z) = ‘ﬁ(ml_i) (N/ + wz?) Pogra(k,2),g=1,2,,,,, (n+1)
=0 (2.28)
elde edilir(Beale,1937 : 207).
q = 2 igin (2.28) denklemi

1 , o 2k—n+i
P2 (k,z) = [(n+1-19) (N + #D > Py (k, )

/ 2k - " / 2k - ]. "

= n(n+1). [N +%D } [N +%D Po_i(k, )
ile sagladig1 goriiliir.
Teorem 2.3: D; bir tam kare ise; D', n = 0,1,2,..... P,1(k,z)nin bir carpam
degildir(Beale,1937 : 207).
fspat: D bir tam kare ise; D = (z + a)” seklinde yazilabilic. D = (z +a)® =
D' = 2. (z % a) ’dir. Dolayisi ile D" = 2v/D seklinde ifade edilmek tizere varsay-
alim ki D', P,;1(k,z)’in birgarpani olsun. D'; (2.23) denklemi olan P, (k,z) =
[N+ (k—n)D'| P,(k,z) + D.P,(k,z) ve Pyii(k,x) = D". [b—{— %(,k’x)] ifadesi

[NJr(kfn)D,] Po(k,z)
D

D.P(k,z) = D't seklinde yazlabilmelidir. D tam kare ise ve D = (z %+ a)”

ile incelenmesi ile ; b ifadesi b =

ile gosterilmek {izere

seklinde yazilabiliyor ise ;

/ D.P (k
Poii(k,z) =D [b+ 5—("’““)}
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Poi(k,z) = D

!

! D /

seklinde yazilir. Dolayisiyla incelemede D'’niin P, (k, z)’in ¢arpimi olup olmadig
hakkinda %/ katsayisi sebebiyle net bir sey soylenemez.
Fakat D'.b = [N+ (k- n)D'] P,(k,z)’e incelenir ise ya D ya P, (k,z)'in ya da
[N + (k- n)D'] niin bir carpamdir. Ilk énce D', [N+ (k- n)D'] 'niin ¢arpani

olup olmadigimi incelenmesi ile ; eger D', [N + (k:—n)D'}’nin carpani ise ;
[N-i—(k—n)D/}

7% = % + % bu ifadede % kisminda D ’niin N/minde bir carpani
olduguna gotiiriic. D' = 2v/D’ye esittir. N'yi ,2%“ = g seklinde yazilabilir.

Dolaysiyla N = 2v/Da = D'.a olur ve bu bilgiden N ‘nin D ile ortak carpana

sahip oldugunu gosterir fakat bu durum D’,ortak carpanina sahip olmayan D ve

ldy _ N

N hipotezi iizerindeki Sir = D

nin aksine N’nin bir carpani oldugunu ima eder.
Dolayist ile Pearson diferansiyel denkleminde N ve D ortak carpanlara sahip ol-
mayan hipoteze ters diiser .Boylece ;D’, [N + (k — n)D'] 'niin bir ¢carpam degildir
ispatin baginda D'‘niin ya [N+ (k- n)D’] ya da P,(k,x)’in bir carpani olacagini
inceleme altinda idi, D"’yii P, (k, z)’in bir carpani olarak yazilip yazilamayacagin
incelenmesi su sekildedir;

P,(k,x)te n = licin, Py(k,r) = N + kD' “diir. Pi(k,z) = D".a seklinde
yazilabilir mi bu durum Py (k,z) = D’ (% + /{:);%, ortak carpanlara sahip ol-

mayan N ve D hipotezine kars: ¢ikacagindan n = 1 icin , Py(k, x), D’ parantezine

aliman n = 1, 2, 3...degerleri igin incelenme ;
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Por(k,z) = [N 4 (k- n)D/} Pu(k,z) + D.P.(k,z)
Pi(kz) = [N + kD’] Py(k,z) + D.Py(k, z)

Py(k,z) = ley.DO.d(;gjy
~ 1
Py(k,z) = 0
Pi(kz) = [N+kp’}
P/(k,x2) = N +kD"
Py(k,z) = [N+(/<:—1)D'] [N+/-cD’]+D. [N'+kD"}

Bu bilgiler igigindaPs(k, ) i¢in D miikemmel kare oldugu igin incelemeyi
[N + (k — 1)D/] ve [N + kD'] icin incelenir. D’ niin carpam olabilmesi olay

imkansizdir.

!
N+(k—1)D
N olep NE(-DD

5 = % + (k — 1) bu durum N ve D ortak garpanlara sahip

N+kD'
!

olmayan hipoteze aykiridir; =

= % + k dolayisiyla bu durumda N ve
D ortak ¢arpanlara sahip olmayan hipoteze aykir1 olmasi sebebiyle Ps(k,z) =
[N + (k — 2)D'] Py(k,2)+D.Py(k,x) P3(k, z) iginde durumu inceleme ; %TZ)DI =
% + (k—2) bu ifadeden de goriiliiyorki bahsedilen hipoteze ters ; dolayisiyla eger
D miikemmel kare ise D', genel bir ifade icinde yazilacak olur ise n = 0,1,2, ... ..
icin P,41(k,z)’lerin de carpan olamaz(Beale,1937 : 207).

Ozet  olarak D', P,.1(k,z) Dbir carpam1  oldugunda
Poii(k,2) = [N + (k —n)D'] Py(k,x) + D.P,(k,x) den D'ya P,(k,z) 'in yada
[N + (k — n)D/] niin bir carpamdir. Fakat D’,ortak koklere sahip olmayan D
ve N ‘nin aksine D"niin N/min bir carpam olmasini ima etmesi sebebiyle D',
[N + (k — n)D/] niin bir carpam olamaz. Bu yiizden ; D',P, ’in bir carpamdir
ve nihayetinde P;’in bir ¢arpani olmasi muhakemesinin tekrari ile bu durumun
olmayacag agikardir(Beale,1937 : 207).

Teorem 2.4 : D = (ayz + ;) (aex + B5) , D tam kare bir ifade olmamak tizere

Eger ajz+ f;,i=1veya2, P, in bir ¢arpani ise (ajz + ;)? ; Puiq-1'inde bir
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carpanidir(Beale, 1937 : 207).
ispat:

Po(k,z) = [N 4 (k—n)D'| Pu(k,2) + D.P.(k, )

ol
= (ajz + B;) (azz+ Bj)
= b. (Oéj:)?—f—ﬁj)

seklinde (a;x + ;) parantezine alinmasi ile

P/ ’ (21{7 — n)

 (k2)=(m+1). [N + 5 D" | P,(k, )

D, P,(k,z)’in bir carpani oldugundan (2.24) ifadesinden D'nin P, ,(k, x)
'in bir carpam oldugu goriiliir. Lemma bilgisi altnda P,y (k,z) ve P, (k,x);
(ajz + ;)i icerirse P,yq(k,x) 'de (ajz + (;)%yi icerir. Sonug olarak; hem
(uz + ;) hem de (o + By); P,)in  garpanlar1 ise ,D? ’da
P, 44-1'in bir carpamdir(Beale, 1937 : 207).
Teorem 2.5: D , tam kare olmamak iizere, (o;z + ;)i = 1 veya 2, (ajz + 5;)’
den daha yiiksek dereceli olmayan ve P, i(k,x)in bir c¢arpam ise ;
(ajz + B;) ,[N + (k — n)D'] ‘niin bir ¢arpamidir(Beale, 1937 : 207).
Ispat: D = (aqz + 3,) (asz + B,) ;i = lveya 2, (2.23) iligkisi P, ve D ‘nin bir
carpani olan (a;z + ;) ya [N + (k — n)D'] 'niin ya da P,(k, z)’in bir ¢arpamdir.
Teorem 2.4 bilgisi altinda ,

Poi(k,z) = |N+(k—n)D'| P,(k,z)+ D.P,(k,z)
| Lol
(ajz+B;) = (ajz+B;) (ajz+ B))
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(ajz 4+ B)'nin P,(k,z) ’in bir ¢arpan olmasi durumunda (2.24)’den goriilecegi
tizere (ajz + (3;)nin P, . (k, z)'nde bir carpan: oldugu anlamma gelir. P, (k, z)
ve PT/LH(/{:, x)'niin carpanlart (aj;x + 3;)’ ise Teorem-2‘ye gore (ajx + 61)2’
de P,11(k, x) ’in bir carpani olmasini gerektirir fakat bu durum varsayilan hipoteze
gore aykiridir. Bu yiizden (ajx + ), P.(k, x)’in bir carpani olamaz. Bu yiizden
(ajz + B4) 5 [N + (k—n)D'] 'niin bir carpanidir(Beale, 1937 : 207).

Sonug: (ayx + () (aex + By);(a1,a2 # 0) ; P,4q’in bir ¢arpani ise ve (ayx + ;)
ya da (aex + (5)’den daha yiiksek dereceli olmayan bir kuvveti P, ;(z)’te iger-
iliyor ise ; [N+ (k—n)D'| = 0; teorem 2.5 ‘ten ; [N+ (k—n)D'];
[N + (k — n)D/] yii ima eden carpan olarak
(o + B) (ax + 55)’yi igerir(Beale, 1937 : 208).

Teorem 2.6: (ajx + ;)" ve (a;z+ B;) 'den daha yiiksek dereceli olmayan ;
P, q-1'in bir carpam ise ; (ajz + f;)? ve (ajx + () 'den daha yiiksek dereceli
olmayan P,’in bir ¢arpamidir(Beale, 1937 : 208).

Ispat: Poig-1 = (ajz+ B;)"Pp_1"in ¥,1 = a, (n — 1)’ kiigiik yada daha kiigiik
dereceli ve (a;x + 3;)’yi igermeyen bir polinom olsun. P, -1 = (ajz + ;) U1

'nin (¢ — 1). tiirevi Leibniz Teoremi ile agilimi EK 1’ de gosterildigi gibi

A6, (a1 01 o P00

ot by ajql (ajz + )

-1
Péiqjl = (ajz+ ;)"

elde edilir. (ajz + ;) ; Pélfql_)l’in bir carpani oldugu goriiliir. Ifadenin genellestir-

ilmesi ile;

= . . —
ntq 2 ) dxt dpa—1-t

=0

elde edilir. (2.28) denklemini (¢ — 1). tiirevi igin ifade yazilmas ile bu sonuglar;
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1 I dnJrqleky
Porgalboo) = o D" =
dpn(k ./E) ’ " (n — ].).DN
) (N 4+ kD ) — | Pk,
Iy n [( +k 5 1(k,x)
n +q — licin;
dPn - k, / " - 2 "
% = (n+q-1) [(N kD ) - %D } Poiqa(k, @)

(n+ q — 1). dereceden polinomun ikinci dereceden tiirevi ise;

(n+q—2)
2

"

Prigalbz) = (n+q—1) {(N” + kDm) — Dm] Priq-2(k, x)

+(n+q—1) {(N + kD") . WD”} P, ok )

N" =0 ve D" = 0 olmas: sebebiyle

"

Pn—l—q—l(kax) = (n+q_ 1) |:N/ +

2k—n—q+2 " ’
( 2 )D :| Pn+q—2(k:7'r>

denkleminde % =n. [(N’ +kD") — (ngl)D”] P,_1(k,z) denkleminin bilgisi

altinda n + ¢ — 2 igin

dPnJrqu (kv x)
dz

(n+q—3)

= (n+q—2) {(N’+kD")— X

D”} Poig-s(k, )

ifadesinin yerine koyulmasi ile

"

Py (k) = (n+q-—1)(n+q—2) {Nl-i-

(2k—n—q+2)D~}
2
(n+q—3)

[(N’ +kD") + . D"} Povqs(k, )
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elde edilir. Ifadeyi genel bir sekilde yazmak istersek (q + 1) kez diferansiyel-
lendiginde ;

(2k—n—q+i+2)
2

q=2 ,
P,Efql_)lz [I(n+q—1-1) {N +

=0

D"] P,(k,x)

g-1 - e

(1) _ q—1\ d*(ciz+8,)? di"""dp 1

PnJrQ*l - Z%( i ) dz? © o dpa—1-t
=

bir ¢arpamidir. (o;x + ;) 'den daha yiiksek dereceli olmayan bir garpandir.
q72 ! ; "

P,E‘_fql_)l =] (n+qg—1—1) [N + WD ] P,(k,x) ifadesinde goriilecegi
i=0

tizere P((_El_)l; (n+q—1—1) ve [N s WD”] sabit oldugu i¢in sabit bir

n

den goriiliiyor ki (cv;z + ;) ; Péi;?l’nin

katsay: ile n.dereceden bir polinomun carpimina esit oldugu goriiliir.
(n+q—1—1) [N g mﬂ*—WD"} ‘y1 ¢ gibi sabit bir katsayiya kargilik

geldigi i¢in  (a;z + ;) ve (ayz + (3;) ’den daha yiiksek dereceli olmayan P, ‘inde

bir garpani oldugu P,E‘_fql_)l = [i:f (n+q—1-—1) [N' + (2’9—"—2—‘1“”)1)"] P, (k,z)’den

goriiliir(Beale, 1937 : 208). =

Sonug-1: PT(L‘i_ql_)1 _ ‘A"l:f (n+q—1—1) [N' + WD"} P,(k,r)’den

biliniyor ki (a;z + ;) Velz(gzia: + ;)’den daha yiiksek dereceli olmayan P,’in

carpanmidir. (2.23) denkleminin bilgisi altinda bu ifadeden
Pk, z) = [N t(k—n+ 1)D’} Poi(k,z) + D.P._ (k)

"tir.

P =Tl (n+q—1-i) [N + 2 D7) Pl )

02 [ . (@k—n—q+i+2)
=0

den (oyz + ;) ve (ayz + f3;) 'den daha yiiksek dereceli olmayan (a;x 4+ ;) ;
P,(k,z) ’in bir carpam ise teorem 2.5 1gi81 altinda (x4 3;)
[N + (k—n+1)D'] y'niin bir carpamdir(Beale, 1937 : 208).

Sonug-2: DY = (apx+ B1)7. (agx + B5)?, (a1,a2 #0) ; (cnz+ 1) veya
(aox + fy) "den daha ylksek dereceli olmayan

Poiq—1 ’in bir carpam  ise P,(Li_ql_)l; = a.P,(k,x) idi

85



Py(k,z) = [N+ (k—n+1)D'] Po_i(k,z) + D.Py_1(k, x)'tir. P, (k, 2);(ciz + B;)
'den  daha  yiiksek dereceli olmayan (o;z+ ;) ’ler carpam ise;
(anz + By) . (o + B5) 5 (a1, g # 0) ; Pyyq 'in bir carpam  ve (anz + (5,) ya da
(o + f5) ’den daha yiiksek dereceli olmayan bir kuvveti P, 1 (z)’te igeriliyor ise
; [N+ (k—n)D'] = 0; teorem 2.5 ‘ten [N + (k—n)D']; [N+ (k—n)D']’yi
ima eden garpan olarak (a;x + [3;) . (aex + 5)’yi igerir bilgisi altinda ve ; N +
(k—n+1)D =0ve N+ (k—n+1)D"; (ayx + ;) . (aox + B,)’yi carpan olarak
icerir(Beale, 1937 : 208).

Lemma-2: D, miikemmel kare degil. (a;z + 3;)’yi carpan olarak igeren N +
sD"yi saglayan tek bir ‘s’ degeri vardir(Beale, 1937 : 208)..

Teorem 2.7: D, mitkemmel kare degil . D = (ayx + ) . (aax + §5) olacak gek-
ilde ifade edilebilsin. [N + (k —n)D'] ,carpan olarak (c;z + 3;) i = 1,2 igerirse
i Poy1, (ix + ;) ve (aux + 5;)'den daha yiiksek dereceli olmayan (a;x + 5,)’yi
icerir(Beale, 1937:208).

Ispat: D = (ayz+ 3,) . (aez + B,) olmak iizere;

Poi(k,z) = [N+ (k—n)D'] P,(k,x) + DP,(k,x); P, ve D; oz + Byi
icerdiginden ; P, ’'inde bir ¢carpanidir. Boylece; P,., carpan olarak en az birinci
dereceden bir oz + f3; 'yi igerir. Eger P, ;1 carpan olarak a;x + (3; 'den daha
yiiksek bir ¢arpani igerirse ; Lemma-1 15181 altinda, P,; n. dereceden bir polinom

+

’ .. . . 1
P, ve P, m < n i¢gin (zr— )" carpanm igerirse; P,, (r — )™ carpanmim

igerir, bu lemma altinda P, ve P;L , en az birinci dereceden o;x + 3,’yi igerirse;
P, ’de en az ikinci dereceden (ayz + 3;)*'ni icerir. Teorem 2.6’ da (a;z + ;)7 ve
a;x + ;/den daha yiiksek dereceli olmayan P, , 1'in bir ¢arpani ise (oyz + 3;)
ve (o;x + f3;)’den daha yiiksek dereceli olmayan P,’in bir ¢arpamidir bilgisinden
faydamlarak bu ifadenin Sonuc-1 P,(k,z) = [N+ (k—n+1)D'] P,_1(k,z) +
D.P, | (k,z); (i + B;) ve (o + B;)’den daha yiiksek dereceli olmayan P, ’in bir
carpant ise Teorem 2.5 bilgisi altinda (a;x + 3;)'de [N + (k — n + 1)D'] 'niin bir
carpanidir. (n—1) < n oldugu i¢in ny < n igin,(a;x + 3;) ;[N + (k — nl)D'] ‘niin
carpanidir(Beale, 1937 : 208) .
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Por(k,z) = [N+(k:—n)p’ P.(k,z)+  DP.(kx)

n

! = l l U
(ux + 6,) = (ix + B;) (ux+5;) (wx+p5;) (aux+ ;)
(x4 6,)° = (uz+5,) (qr+ ;) (qiz + 5;)

/ o . . .
P, ve P, ; en az birinci dereceden bulunuyorsa ; (o;z + f3;)’yi P, en az

(azz + B;)7yi igerir.

Pu(k,z) = [N F(k—n+ 1)D’] Poy(k,2)+  DPyi(k,2)

L= l l
(vz+8) = (x+B,) (wz+8,)  (wz+B,)

ny <nigin [N+ (k—n+1)D']; (e + ;) yide igerir. Dolayisi ile Lemma-2 ‘de
ifade edilen tek bir s degeri olmasi durumuna ters diiser.

Teorem 2.8: D miikemmel kare degil, yani P,,; = 0, P, = 0 ise bu durum ya
m <nicin [N+ (k—m)D'] =0 ya da m’ nin iki degeri vardir dyle ki (my,m,)
N+ (k—my)D', N+ (k—mg) D', mymy < nsirasiyla (ayx + ;) ve (aax + B,)’yi
carpan olarak igerir(Beale,1937 : 209).

Ispat:P, 1(k,x) = [N + (k — n)D'] P,(k,z) + DP,(k,x); Poy1 =0 igin

0= [N + (k- n)D’] Pu(k,z) + D.P.(k, )

P, sabit bir deger ise P;l = (’dir.Dolayisiyla yukaridaki ifade;

[N+(k;—n)D’] Pu(k,z) + D0 = 0
[N—k(k:—n)D'} Pu(k,z) = 0
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olmasini gerektirir. P,sabit degilse ;

N+ (k—=n)D'| Py(k,z) + D.P,(k,z) = 0

olmalidir(Beale, 1937 : 209).

Teorem 2.9: N = sabit, D lineer ise , n = 1,2,3,... i¢in tim n = 1,2, 3, ..
P,’ler sabitlerdir.Ciinkii N = sabit, N' = 0,D = by + bz ise D' = by’dir, D" =
0’dir(Beale, 1937 : 208).

2k — nD,,} Py (k. 2)

!

P, (kx)=(n+1). {N’ +

Po(k,z) =1, Py(k,x) = N + kD" = Py(k,z) = N + kb, =>sabit P, (k,z) =0

‘dir. Dolayisiyla tiirevi sifir ise kendisi sabit olan polinomlar: verir .

88



UCUNCU BOLUM
JACOBI POLINOMUNU SAGLAYAN
P,(k,z) 'LERIN KOKLERIYLE OLAN ILISKISININ KURULMASI

3.1.P,(k,x)'IN KOKLERIYLE OLAN ILISKiSi

Pearson diferansiyel denklemini saglayan P, (k, z)’lerin &zel tiirii olan Ja-
cobi polinomlarinin kokleriyle olan iligkisi (2.23), (2.24), (2.25) rekiirans bagin-
tilar1 ile incelenir,

ldy ap + a1 N

ydr by +biz+bsxs D

Pearson Diferansiyel denkleminde; N, birinci dereceden bir polinom ; D,
ikinci dereceden bir polinom , N ve D ortak carpanlara sahip olmamasi1 kogulu
altinda, P, (k, z)’ler o, 8’ ya bagh olarak ortaya ¢ikan k ‘larin varhg i¢in agagidaki
ifadeler soylenebilir;

i) n ; polinomun derecesini gosterir ve en fazlan = 1,2, . ..., k+1’e kadar gidebilir.
ii) k;P,(k,z) ’lerin teorik olasilik yogunluk fonksiyonu olan D*y’ler i¢in D’nin
iissiinii gosterir.Polinomun kokleri , k£ degerine baghdir.

Jacobi polinomunun kokleri ile olan iligkisi incelenirken

mn

Jo(x,a, B) = 27 (1 — x)'77 A

S ("7 (1 — 2)" P Da, BeR

ele alindi.(Lawton, 1932 : 442) Pearson diferansiyel denkleminin sirasiyla pay ve
paydasi olan N ve D ;
1 . d"DFy

Py(k, ) = ——.D".
(k, z) Dky dxm
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k = n igin;

1 d" D™y
P.(n,z) = D", ,
(n,7) Dy dxm
D'y = "7l (1— )"t

D(0) = D(1)=0,D =2

D = z.(1 — z) Jacobi polinomunun paydasidir ve Pearson diferansiyel denklemi
b() + bll’ + bQZL‘2 1§1I1 b() = O,bl = 17b2 = —1 ’dir.. Pay N lQll’l

1 n ank:
Pn(kax):D_kyD . 4

dx™

1

—.D.dDy

Dy dx™
]_ / /

P(l,z) =

= J:O‘_l,(ll_ I)ﬁ_l.%(mﬂ_(l _ :c)ﬁ)

4 (2*.(1 — z)P) ifadesinin incelenmesi ve

%(xa.(l —2)?) = a2t (1—-2) —2°8.(1—2)!

= 211 -2 (a.(1 —2)—2zp)

elde edilen £ (2*.(1 — z)°)i P(1, ) de yerinde ifade edilmesi ile ;
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P(1,z) = P %(ma.(l —z)”)
a x“—l.(ll— x)ﬁ—lxa_l'u — ) Ha (1 —a) — 2]
= a(l—xz)—af
= a+(-f—-a)

a+ (=0 —a)r = N elde edilir. ij—‘z = % Pearson Diferansiyel denkleminde
D = z.(1 —xz); = 0 ve x = 1 noktasi payday1 sifirlayan noktalar olan kritik
noktalardir.Jacobi polinomunun agirlik fonksiyonu p(z) = 2% 1.(1 — 2)%~t ve
daha onceki boliimlerde aciklandig: tizere agirlik fonksiyonu Pearson diferansiyel

denklemi saglar;

f@) el —aP - Do = (B- D1 —a)
p(x) xo 1 (1 —z)f~1
_ (a—1) (B-1)_  atax
T 11—z bo + by + byx?

a=(a—-1),a1=2—a—F,bp =0,b; =1,b, = —1;

v.(1—x)J, (z,0,8) + (o — (e + B) z) J,(z, v, B) + . nel Jo(z,0,3) =0
+a+

ikinci dereceden diferansiyel denklem elde edilir.

a, > 0 kosulu altinda ikinci dereceden diferansiyel denklemi saglar.

n.(n—1+a+p)

S0 f) (0= (at8))
x.(1—x)

z.(1 —x) z.(1 —x) ol e, B) +

Jn(z, 0, 8) =0
(2.30)
Biitiin polinom fonksiyonlar her yerde analitiktir, fakat yukaridaki ifadeye
151klik etmesi agisindan f(z) ve g(x) fonksiyonlar olmak tizere % seklindeki
biitiin fonksiyonlar paydada bulunan fonksiyonun sifir yapmayan her x degeri
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icin analitiktir(Aydin ve digerleri,2005 : 189).

Jacobi Polinomunda, = eksenini bolen D’'nin kokleri z = 0 ve x = 1 pay-
day1 sifirlayan degerler olmasi sebebiyle (—o0,0), (0,1), (1, 00) araliklar iizerinde
Jacobi Polinomunun gergel kokleri incelenir. P, (k, x)’lerdeki polinomun derecesi
olan n’ler en fazla k + 1’e kadar gidebilir. P,(k,z) ifadesindeki J,,(z, o, §) i¢in k
degerleri k£ > 0 olacak sekilde tamsayilardir P;(k,z),i. dereceden polinom igin:

7; polinomun derecesini ¢ = n ve i en fazla k + 1 ‘ e kadar gidebilir.

k; polinomun koklerinde incelenen duruma gore «, 5 degerlerini etkileyen
tam sayilardir.Jacobi polinomlarinin kokleri incelenirken kq, ks, k3 ile gesitlendirildi.

P(k,z) =0i¢in ,i=1,2,....,k+ 1, k=0,1,2,.......... j=1,2 .1
i 1; polinomun koklerini ifade eder ve j; polinomun kok sirasim gosterir Ornegin
ag, ;5 ikinei dereceden polinomun kokleridir ve polinomun £ degerlerine bagh
olarak incelenen aralhiga gore kokler deger alir ve j = 1,2 ‘dir,ikinci dereceden
polinomun koklerini sirasiyla gy 1, o 2 ile ifade edilir.

Pi(k,z) = N+ kD', Pi(k,2) = 0 icin a4 ;

Pi(k,z) = N+kD'
= a+k—z(a+8+2k)

= 0

a+k
a+pB+2k

Py (k,z)’in kokii olan oy 1 = incelen araliktaki k& degerlerine gore degerler

alir.
P (k,2) = [N 4 (k—n) D’] Po(k,z) + D.P.(k, )

, » 2k —n)

P, (k,x) = (n+1). {NJF 5 D"} P,(k,z)

(2.23) ve (2.24) esitliklerinden
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,+(2k—n)

0 = |N D’
= —f—-—a—-2k+n;

n = 1,2,k

§o= N+(k—n)D’] .
= a+k—n

v = [N+ (k—n)D

=1

- —B—(k—n)

elde edilir(Beale, 1937 : 210). D’yi sifir yapan degerler x = 0 ve z = 1 igin
sirasiyla p, v degerleridir, 6, o, k polinomla iligkili sabitlerdir. Alinan k& degerler-
ine gore isaret degigimleri p ve v degerleri P, (k,x)’lerin katsayilar1 olarak gelen
sabitlerdir ve p ve v degerlerinin isaret durumlarindan polinom ve tiirevinin isareti
tespit edilir ve f’da incelenen polinomun tiirevinin isareti hakkinda bilgi verir.

Jacob1 polinomunda ; « ve 3 'nin olas1 degerleriyle iligkili iki durum ince-
lenir. o ve § negatif olmasi durumunda Jacobi polinomunun tiireten fonksiyonu
Beta fonksiyonu olmasi ve Beta fonksiyonunun pozitif taniml bir fonksiyon olmasi
sebebiyle a ve 3 ’'y1 pozitif yapan k degerleri diigiiniiliir. P, (k, x) = Jp11(z, o, B);
n=1,2...,(k+1) iligkisi dikkate alinmas: ile asagida « ve 5 'nin baz1 kogullari
altindaki durumlar incelenir.

a<0,8<0,|al <|8] ve a, B, a + B tam say1 degil. o’y1 pozitif yapan
k degeri ki , 5’y1 pozitif yapan k degeri ks, (o + 8 + 2k) < 0 sartim saglayan k

degeri k3 olmak tizere 0 < ky < k3 < ks sartlar1 altinda
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Durum-1: 0 < k£ < k; ve 9>O,,u<0,y>0,0<0417k,1<1veP1/>O

OF+(=1)*

3 tane koke sahiptir ve bu kokler

ise Jpi1(z, o, ) 5 (0,1) arahig iizerinde
gergel koklerdir(Beale, 1937 : 211).
Ispat: Py (k, x)‘in tek kokii olan aq 1,0 < aq ;1 < 1 araliginda oldugu durumda

varsayilmigtir.

Pi(k,x) = N+kD
= —(a+B8+4+2k)+a+k

= P(k,x)x+a+k

_ a+k . « .
Q1k1 = Gypror L = A1k11610

Pi(k,a11) = Pll(k’, Q1 k1) +a+k

_ (—(a+6+2k)).< otk

(a+6+2k:))+a+k
=0

T < Qg1 ve x> aqy; icin Pi(k,x)in durumu

Pi(k,x) = aP(k,x) + o+ k

a+k

k = -
P1< 7I’<Oél7k,1) <l’< (Og—|—6+2]{j>

>(—(a+ﬁ+2k)).+a+k:
Pi(k,x) :xP{(k,m)+a+k

P >0,0<k<k
1) v < oy i¢in Py(k,z) < 0, bu durumun incelenmesi, z < ajy; icin

0<k<k,a+k<0;

94



Pi(k,z) = z.P(kx)+a+k
= 2.P/(k,z)+ (< 0)

Pll > 0,0 < g1 < 1,0 <k < Ky arahg@inda o + & < 0 olmasi sebebiyle
bu sartlara uygun olan oy, = 0.5 igin P, = 6 > 0 ,Py(k,r) = 61 — 3 gibi

diistintilmesi ile © < oy 4 i¢in 1/3 < 0.5 i¢in

6x—3 = 6.(1/3)—3

= —1<0

"dir.

Bu incelemeler sonucunda
2)x > oy igin 0 < k < ky arahginda Py (k,z) > 0 durumu:

0 <k < ky arahginda P (k,2) > 0 ,a+k <0, Py(k,z) = z.P,(k,z) +
a+k,P(k,x) =6z —3 01,1 = 5 1>z 1(;111 Py (k,x) > 0 sartim saglar.Sonug
olarak ; * < gy i¢in Pi(k,z) < 0 ve x > aqyp; icin P(k,z) > 0 'dir.
Poi1(k, ) = [N+ (k—n)D'| P,(k,z) + D.P,(k,x) bagntisindan
Pi(k,a1 1) = 0'dir. Payda D(z) = 2.(1 —2) , © = o i¢in 0 < a1 < 1

araliginda olmasi sebebiyle

D(oigi) = arpi-(1— o)
= (>0).(>0)
= (>0)

D (air1) > 0 elde edilir.0 < k£ < k; arahginda Pll > 0,D(c11) > O,

Py (k,aq 1) = 0 bilgilerini gozoniinde bulundurulmas ile ;
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Por(k,z) = [N 4 (k- n)D/} P, (k,z) + DP.(k, )
Py(k,z) = [N + (k- 1)D’] Pi(k, ) + D.P.(k, )

ve Ifadenin x = a4 ;1 icin yazilmasi ile ;

PQ(]{?, 0[1’]@71) = [N + (k? — 1)Di| Pl(k’, Ck17k71) + DPII(]C, al,k,l)

elde edilen ifadede yukarida bilgileri yerinde gosterilmesi ile

Py(k,on41) = |[N+(k—1)D'|.0+(>0).(>0)
= 0+ (>0)
= (>0

Py(k,aq 1) > 0 elde edilir.

% —n
"D } P.(k, )

P (k) = (n+1). [N/—i—

2k =1 _u
K D:|P1(k’,l‘)

Py(k,z) = 2. [N’+

0 — |:N/+2k—nDu:|
2
/ 2k — "
_ [N+ ¢ 10}
2
= —(a+B+2k)+1

= P(k,x)+1

P;(k,x),0 > 0,



2k —1

Py(k,z) = 2. {N’ + D”] Pi(k, z)

T = aq 1 icin Pi(k, 1) olmak tizere;

Pé(k?, al,k,l) = 29P1<k’, al,k,l)

= 2.60.0

P, (k, a1 1) = 0 elde edilir. = < ay ., icin P(k,z) <0

Pi(k,x) = 2.0.Pi(k,x)
— 2.(>0).(<0)

= (<0)

T < aypy igin Py(k,x) < 0 elde edilir .z > ;4 igin Py(k,2) > 0 bilgisi ile

0 < ayp1 <1 arahgimda 6 > 0 olmas: sebebiyle

Pi(k,z) = 2.0.Pi(k,x)
— 2.(>0).(>0)

= (>0)

elde edilir.
Yukarida elde edilen sonuglar © = «ay ;1 icin Pi(k,2) =0ve = < ag g1z >
a1, Pi(k, z)’in isaretiyle iligkili yorumlardan ve  'nin isaretiyle iligkili bilgiler-

den elde edilir.
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Boylece

Py(k,z) = [N 4 (k- 1)0’] Pi(k, ) + D.P.(k, )

icin

xx = a1 igin Pi(k,a1p1) =0, D (1) > 0idi.Py(k, z) > 0 idi.

Pok,args) = [N+ (k=1)D'| Pk, arpr ) + DoP{(k, arps )
= 0+ (>0).(>0)

= (>0)

*«r < oppqpicing Pi(k,z) < 0 ve o < ajgicin Py(k, )1 incelenmesi ise ;
0 < aq g1 < laraligim goz oniinde tutulmasi ile z < a1 igin & = 0 degeri i¢in

Py(k,z) ’in durumu z < o, durumu,

Py(k, ) = [N + (k- 1)D’] Pi(k,z) + D.P.(k, )

[N+ (k — 1)D’] _

=0
p<0,0<k<k ver <ayicin Pi(k,z) < 0;2 =0 i¢in; D(z) = z.(1 — z),
D(0) =0

Py(k,z) = [N + (k- 1)0’} Pi(k,z) + D.P,(k, )
Py(k,0) = [N + (k- 1)D'L:0 Pi(k,0) + D.P.(k,0)
— Py (k,0) +0
= (<0).(<0)+0

= (>0

elde edilir. = 0 degeri * < ay ;1 icin Po(k,z) > 0 oldugunu gosterilmesi igin
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ele alimir. o = 0 degeri a4 ;1 'den kiiglik alt sinirlarin en biiyiik degeri olan deger

olarak ele alinarak P(k,x)’in isareti hakkinda bilgi verir..

%0 < aq 1 <1, 2> agp icin Py(k, x)’in isareti hakkinda bilgi edinebilmesi i¢in

ist sinirlarin en kiigiik degeri x = 1 degeri icin inceleme su sekildedir:

[N + (k — 1)DIL;:1 =v,v>0,0<k<k ve ©>ap ic¢in P (k,z) >0 dr.
x =1igin Py(k,1), D(z) = z.(1—x), D(1) = 0 igin elde edilir, bu sebeple

hichir gercel koke sahip degildir. P, (k,z) = (n + 1). [N’ + @D”] P,(k,x)

iliskisinden faydanilmasi ile n = 2 i¢in

(2k —n)

Py(k,z) = 3.|N + 5

D”} Py(k, )

Py(k,x)’in tiim z’ler igin Py(k,x) > 0 bilgisi altinda;

Pi(k,z) = 3.0.Py(k,x)
= 3.(>0).(>0)
= (>0)

Dolaysiyla Py(k, x) > 0’dir. P3(k, x),polinomunun (0, 1) aralig1 i¢inde bir
kokiiniin olup olmadig1 hakkinda incelemeyi ug degerler olan 0 ve 1 degerlerinde
isaret durumlarini incelenmesi agagida ifade edilmistir.

z = 0 igin P3(k,0) < 0; z = 1ligin [N+ (k—2)D"] _ = v ve
D(z) = z.(1 — z) olmak tizere D(1) =0

Po(k,z) = [N +(k— n)D’] P.(k, ) + D.P.(k, )
Py(k,1) = [N + (k- n)D’] Py(k,1) + D.P(k, 1)
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[N+ (k—2)D']__| = v olmak iizere;

Py(k,1) = [N +(k— n)D’] _ Pa(k, 1)+ D.By(k,1)
= v.Py(k,1) + 0.Py(k, 1)
= (>0).(>0)+0

= (>0)

Araligin ug degerlerindeki z = 0 ve x = 1 degerleri i¢in P3(k,0) < 0
ve P3(k,1) > 0 olmasi sebebiyle 0 < as;1 < 1 arahginda tek bir gergel kok
olan a 1’1 gosterir. Ps 'ten Py’e gecisteki muhakemeler , P, 'den P»’ye gegisteki

durumla aynidir. Bu yontemin devam ettirilmesi ile ;

Py(k,z) = [N+ (k—=3)D'"|  .Ps(k,x)+ D.Py(k,z)

=0
Pi(k,z) > 0 elde edilen bilgileri iiginda = azy; icin D(z) = x.(1 — z),

0<agpr <ligin D >0,

Pu(k,z) = [N+(l<;—3)D'} Py(k,z) + D.Pi(k, z)

=0

Pk, asp) = [N + (k- 3)0’} Py(k, asp) + D.Po(k, azpn)

0 <azp1 <1igin

2 - 1"
Fonp } Pk, z)

/

P, (kz) = (n+1). {N,+

Py(k,x) = 4.0.P3(k,x)

0 < k < kq icin her zaman 6 > 0;
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1)Almman k‘lar 0 < k < ky araliginda © < asy; i¢in Py(k,x) < 0;

P,(k,x) = 4.0.P3(k,x)
= 4.(>0).(<0)
= (<0)

2)Alman k ‘lar 0 < k < ky arahginda z > as . icin P3(k, z) < 0;

P,(k,x) = 4.0.P3(k,x)
= 4.(>0).(>0)

= (>0)

3)Alman k‘lar 0 < k < ky araliginda x = g icin P3(k,z) =0,

Py(k,z) = 4.0.Py(k, )
= 4.(>0).0

r = aspy i¢in Ps(k,z)’in isaretiyle iligkili yorumlardan P, (k,z) i¢in
izlenilen yonteme gore, 0 < agp1 < 1, * < asp icin = 0 olmak tizere
IN+(k=3)D'] . =p p<0,0<k<k ver<asp ic¢in Py(k,z) <0 igin,
D =xz.(1—-x), D(0)=0;

Pik,0) = [N+ (k=3)D'| Py(k,0)+ D.Pi(k,0)

= (<0).(<0)+0.(>0)
= (>0)
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Py(k,0), 0 < agg1 < ller goz oniinde bulundurulmas ile * < aszy 1 'ler igin
Py(k,0) >0 ‘dir.
0 <oagp1 <1, > asi; icin z = 1 olsun. [N—I— (k — 3)D/L:1 =v,

v>0,0<k<k vex>agg: i¢in P(k,x)>0,D(1)=0,

Pk, 1) = PH%k—@D' Py(k,1) + D.P,(k, 1)

r=1

= (>0).(>0)+0.P(k,1)

Pk, azp,) = PH%k—@D] 0+ (>0).(>0)

Bu yiizden 0 < a3 < 1 araligindaki koklerin bulundugu araliklarin iki
ug noktas1 olan xz = 1 ve x = 0’da Py(k,z) > 0 oldugu diger bir ifadeyle isaret
degistirmedigi goriiliir, tiim gercel x’ler i¢in Py(k,z) > 0’dir ve higbir gergel koke
sahip degildir.

P.(k,x) = Jgr1(z, 0, 8),n=1,2,....... .k + ler i¢in k ¢ift ise yani Jacob:
polinomonun tek dereceli polinom olma durumunda (0,1) araligi iizerinde tek
gercel kok vardir, k tek ise yani Jacobi polinomu derecesi ¢ift say1 olanlar ifade

edilen aralikta higbir gergel koke sahip degildir(Beale, 1937 : 211).
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Elde edilen polinomlarin isaret bilgileriyle £ lar 0 < £ < k; araliginda
olmak tiizere 6zet yorum agagidaki gibidir;
].) Pl(k,x) = O 1(;1H al,k,l = #_:’—Zk

0 < k < ky degerleri ile bulunmaktadir, P{ > ( ’duir.

ve kokler 0 < a1 < 1 araligindadir A£'nin

2) 0<app1<lvexr=aip1, T <arp1,® > arg; igin Pa(k,z) > 0 oldugu ve
bu bilgiler ve ikinci dereceden elde edilen polinomun tiirevinin isaretiyle iligkili
bilgiler:

* 0 < agp1 < 1 arahgimdaki oy ;’lerden kiigiik olan z’ler diger bir ifadeyle
(—00,0] araligma dahil olan z < ay 4, igin P, < 0 ;

% 0 < oy 1 < 1 arahgindaki o 1’lerden biiyiik olan 2'ler diger bir ifadeyle
[1,00) araligina dahil olan = > «a; k i¢in P, > 0;

* 0 < app1 < 1 arahigindaki x = ;4 icin diger bir ifadeyle0 < = < 1 icin
Py(ay ) =0 'dir,

Ikinci dereceden Jacobi polinomu P (k,z)’in kokii olan oy, kokii baz
almarak 0 < a1 < 1 ve k’'lar 0 < k < k; olmak tizere incelenen sartlar altinda
ikinci dereceden Jacobi polinomunu = eksenini kesmez ve bu aralikta higbir gercel
kokii yoktur.
3)Py(k,x) > 0, arahgm ug degerlerindeki = 0 ve z = 1 degerleri icin Ps(k,0) <
0 ve P3(k,1) > 0 olmasi sebebiyle 0 < a1 < 1 araliginda tek bir gercel kok olan
a1 vardir. Py(k, x)’teki sartlar aynen saglanmaktadir.
4)as 1,1 kokii baz alinarak Pj(k,z) icin

* T < azp icin alman a’ler (—o00,0] ve 0 < as . < 1 icin Py(k,x) < 0,

*T > (311 i¢in alman z’ler [1,00) ve 0 < agr1 < 1 igin P,(k,x) > 0;

*T = gk 1¢in 0 < a3y < 1 olmak lizere P(k,x) =0
Py(k,z) > 0 oldugu goriildii.Bu bilgilere dayanarak, = eksenini kesen bir kokiin
varligindan s6z edilemez(Beale, 1937 : 211).
Durum-2:incelenen &’ lar, k1 < k < ks, k = ki +¢q, ¢ = 1,2,........ , ks — ks
n=12..,¢-1licind >0,u0>0,n=q,q+1,...,q+k1 icin p <0, > 0,141 <

0, P, (k,x) > 0’dir. Jy, 4q11(2, , B), (—00,0) icinde ¢ farkhi koke sahiptir ve (0, 1)

() +(=D*

3 tane koke sahiptir ve

aralig icinde ise

bunlar gergel koklerdir(Beale, 1937 : 211).
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Ispat: n=1,2,........ ,q dizisi i¢in 6, u, v iizerindeki sartlar 6 > 0, > 0,v > 0
durum-2 ‘de verilmistir. P;(k,x) = 0 igin elde edilen a; j1'ler a1 51 < 0, (—00,0)
arahigima diigen kokler tizerinde inceleme yapilir. P, (k,z) > 0 kosulu altinda

*T > oy g icin Pi(k,x) >0, 2 < ay g icin Py(k, ) < 0’dir soyle ki; Py(k,z) >0

ve k1 < k < k3 araliginda a 4+ k£ > 0 olmasi sebebiyle

Pi(k,z) = N+kD
= (—-f—a)r+a+k(l—2x)
= (-f—-—a-=-2kz+a+k
= z.P(kx)+a+k

= (>0)z+(>0)

r < ayyicin Pi(k,x) < 0,2 > o, icin Pi(k, ) > 0 'dir. Ornegin Py (k,z) =
37 + 3 olmak iizere Pj(k,x) > 0 ve a +k > 032 +3 = 0,15, = —1,-2 <
—l,z = -2icin3r+3 = -3<0,0> —-1icin 3z +3 =3 > 0.2 < ap,;icin
Pi(k,z) < 0,2 > aq 1 icin Py(k,z) > 0 oldugu goriiliir. Py (k, x) icin , a1 41 <0

olmas1 sebebiyle

D(oig1) = orpr-(1—aip)
= (<0).(>0)
= (<0)

D(ar k1) <0 ve P/(k,x) > 0 bilgisi ile

Po(k,z) = [N + (k- n)D'} Pu(k,z) + D.P.(k, )
Pyk,z) = [N 4 (k- 1)D’] Pi(k,x) + D.P,(k, z)

T =y icin Pi(k,a141) =0,D (a1 ) < 0ve Py(k,z) >0
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Pok,args) = [N+ (k=1)D'| Pk, v ) + DoP{(k, arps )
- [N + (k- 1)D'} 0+ (< 0).(>0)
= (<0)

Py(k, a1 1) < 0 oldugu goriiliir.

2k - "
%D P(k, )

/

Po(kx) = (n+1). [N +

le(k, a1 k.1 ) = 26P1<k, a1 k1 )

r < aygicin Py(k,x) < 0,6 > 0 bilgileri altinda;

Py(k,z) = 2.0.Pi(k,x)

T > aq g icin Pi(k,x) > 0,0 >0,

Py(k,x) = 2.0.P(k,x)
= 2.(>0).(>0)

= (>0)
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Sekil 1: a1 in konumu

/ k1

Kaynak : Calisma yazar tarafindan olusturulmustur.

Sekil 2: ay .17 e gore ag i ; 'lerin konumu; 7 = 1,2

(0X1,k,1,P(k,OK1,k, 1))

Kaynak : Calisma yazar tarafindan olusturulmustur.

«Py(k, oy 1)
«Py(k,a161) =0
xr < aypn = Py(k,x) <0
x> a1 = Py(k,2) >0
| Py(k, £00)| = oo olmast sebebiyle en solda bulunan iki gergel koke sahiptir ve

Qs g1, (—00,0) araligy icindedir (Beale, 1937 : 211).

Sekildende goriilecegi tizere a2 ,(v1k,1 ,0) icinde oldugu goriiliir . Sek-

ilde Py(k,0) > 0’ dir, ¢linkii Py(k, ) icin k1 < k < kg arahgimdan =1,2,.,¢ — 1
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icin 4 > 0, x = 0 degerinde 0 > a1 yani & > a1 icin Py(k,z) > 0 idi ve
r=01i¢in D(z) =z.(1—2) ,D(0)=0

Po(k,z) = [N + (k- n)D’} Po(k,z) + D.P.(k, )
Py(k,0) = [N (k- n)D’} __Bi(k,0)+ D.P{(k,a)
= 1.Py(k,0) 4 0.P(k,x)
= (>0).(>0)

= (>0)

elde edilir.

Bu yontemin devami ile n+1 = 1,2, ., ¢'ya kadar P,(k, z); (—o0, 0) icinde
q koke sahiptir ve P(;(k:, Qg k1) < 0'dir ve sekildende goriilecegi tizere = a1 <
aq 1 ’dir ve & < oy i1 ’ler icin Pé(k‘, x) < 0 elde edilmis bilgisi is1ginda x = ag 1 <
aq g1 icin P, (k, Qo)1) < 0dir.

n=gq+1,q+2,...,q+ k dereceli polinomlar i¢cin durum -2 ‘de 6 >
0,0 < 0,v > 0 kogullarn altinda ¢. dereceden polinomun ¢ kokii vardir ve
i =1,2,...,q ve bu kokler negatiftir diger bir ifadeyle —oo < a1, < 0‘dadir ve
bu koklerin tiirevleri olan P;(k, agr1) <0,i=1,2,...., ¢ icin sirasiyla negatif ve
pozitif oldugudur.¢’nun ¢ift yada tek olma varsayimi ile ¢'nun tek ve polinomun
tek indisli koklerinin tiirevleri negatif, ¢ift indisli koklerinin tiirevleri pozitif ise ;

Pk, cgr1) < 0,..P,(k,agry) < 0ve < agp igin Py(k,x) > 0 ve

T > Qg icin Py(k,z) <0 varsayim altinda;

Pon(k,z) = |N+(k—n)D']| Pu(k,2) + D.P.(k, )
Poi(k,z) = |N+(k-n)D] _ Plk,x) + D.Fi(k.)
Py(k,z) = |N+(k-n)D] _ Py(k.z)+ D.Py (k)

(¢ + 1). dereceden polinomun P,(k,z)’in kokleri olan ¢ = 1,2,....,¢q icin ¢ tane
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kok olan ay i ;’'lere gore;

Pria(k, aqei) = [N+ (k= m)D'|  Pylk, i) + D.Py(k, aqp)

=1

i =1,2,q,1 = 1ve —00 < agi; < 0icin D(agki) = (ki) (1 —agri),
D (agr,i) < 0 ve tek dereceli koklerde P;(k, Qqk1) < 0 varsayimi altinda hareket

edilmesi ile bu bilgiler altinda

Pra(k,aqe) = [N+ (k= q)D'| Pyl aqp) + D (@) Pk, agpa)
_ [N 4 (k- q)D’] 0+ (< 0).(<0)
~ (>0)

¢ift indisli k(‘jklerdeP;(k:, Q. k.2) kabiilii altinda;

Pra(kagra) = [N+ (k= q)D'| Pyl agra) + D (@gns) Pk, agpa)
_ [N 4 (k- q)D’] 0+ (< 0).(>0)
= (<0)

Bu sekilde isleme devam edilmesi ile;

Pq+1(l€, Oéq7k71) > 0
Pq+1(kf, O{q7k72) < 0

Pq+1(k7@q,k,3) > 0

Pq—i—l(kaaq,k,q) > 0
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elde edilir. P,i1(k, agr ;) ler sirasiylad = 1,2. .., ¢ igin yukarida ifade edildigi gibi
¢’'nun tek oldugu varsayimi altinda ele alinir. Goriildiigii tizere P, (k, z)’lerin kok-
leri olan «,  ;’lere gore (¢ + 1). Dereceden polinom olan P, (k, z)’lerin o ;'lere
gore isaretleri, konumlar: hakkinda bilgi verir. Sekildende goriilecegi tizere oy, i, ; ler
P,i1(k,x)'in ¢ — 1 tane kokii ile ayrilir.

Sekil 3: agy1 4, lerin o ; lere gore konumlar

Pai1(k, X quq)

i
Pqii(k, K gi2)

Kaynak : Caligma yazar tarafindan olugturulmustur.

Pq_H(k, aq7k71) > 0 ve

(2k — n)
2

P7lz+1(k7x) = (n+1)' N/+ D" Pn(k,:c)

(k) = (q+1)6.P,(k2)

0 >0vexr<ag icgin Py(k,z) >0 vex < a1 icin;

(2k —n)

5 D" | P,(k,x)

P, (kz) = (n+1). N +
P y(kx) = (q+1).0.P(k,x)
= (>0).(>0).(>0)

= (>0

_ o . ! o )
T = agpa icin P (k, agr1) = 0'dir.
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Ozet olarak ; © < agy1 igin P,y (k,z) = (> 0); @ < agpa Higin Py(k, z) >
0, z < gk igin P(;H(k:,:r) > 0,2 = oy icin P;H(k‘, Qg k1) = 0’dir.Bu bilgiler
altinda;

Sekil 4: agqq 1,1 in Qg € gore konumu

Kaynak : Calisma yazar tarafindan olusturulmustur.

P,.1(k, x)'in ilk kokii olan a1 1 1 sekildende goriilecegi iizere (—oo, a1 )

i¢ine diigen araligin i¢inde yer alir.Su ana kadar yapilan varsayimlar ¢'nun tek say1

olmasi durumunda incelendi .

Po(k,z) = [N + (k- n)D’] Pu(k,z) + D.P.(k, )

Pq+1(k57 Agkg) = [N + (k- q)D,} Py(ky agrg ) + D.P;(k, Qg kg )

Qgkq < 0 olmasi sebebiyle D(agkg) = Qqrg-(1 — @urqg) = D < 0 ve

P;(k:, Qqkq ) < 0. Dolayisiyla;

Pra(ksgig) = [N+ (k= a)D'| Pk, agng ) + D-Pilk, )

_ [N+(k—q)D’} 0+ (> 0).(< 0)
= (>0)

bilgisi ile
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(2k —n)

P (kx) = (n+1).|N + D" | P,(k,x)

Py(kagrg) = (q+1).0.Py(k,agr,)
= (>0).(>0).0

= 0

T > Qg icin P;H(k, x) < 0’dir. Bu biligiler altinda

Sekil 5: P,11(k,0) m ve agy1 kg1 in konumu

Kaynak : Calisma yazar tarafindan olusturulmustur.

(—00,0) i¢indeki P,+1(k,2)’in g tane kokiiniin yerleri hakkinda bilgi elde edilir.
T > agpq'larigin Pyyq(k, z)’in durumu icin x = 0,2 > a4 i¢in diger bir ifadeyle

z=0> Qg k.q

P(k,z) = N+(k—n)D’] _ Pk,x) + D.Pi(k.2)
Pyia(k,0) = p.Py(k,0)+0.P,(k,0)

= (<0).P,(k,0)

Po(k,z) = |N+ (k- n)D/] _ Pu(k,2) + D.Fj(k,x)

Pya(k,1) = v.Py(k,1)+0.P,(k,1)

= (>0).F,(k,1)
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Sekilden de goriilecegi tizere (—o0,0) iginde P,ii(k,z)’in ¢ tane koke
sahiptir, (¢ + 1). kok (0,1)arahgindadir ve bu aralikta bir kok varligindan
bahsedilebilmesi i¢in P,y1(k,0) > 0 ve P,i(k,1) < 0 olmahdir.

Sekil 6: avg41,1, 'lerin konumu

/\\ \ Pq+1(k0)
N, Kcika
Kcfk.2 j,k,q o<q+m«~l\

Kaynak : Calisma yazar tarafindan olusturulmustur.

Sekildende goriildiigi tizere P,.1(k,z)'in (—o0,0) iizerinde ¢ kokii vardir,
(0,1) aralig tizerinde bir tane kokii vardir.P,q(k,x)’ten P,yo(k,x)’e gecerken

benzer sekilde ;

Po(k,z) = [N (k—q— 1)0’] _ Pralk,2) + D.Py (k)

Pua(k,2) = [N+ (k—q=10)D|  Puilh.a)+ DBy, (k)

T = Qgy1 1 iCIn agr1 1 < 0 ve D (agi11) < 0 Sekil 11’den goriilecegi tizere

Pri(k,agraie) >0

Pq+2(k7 Oéq+1,k,1) = [N + (/f —q— 1)D/] 0 Pq+1(k7 aq+1,k,1)

+D'qu+1(k>04q+1,k,1)
- [N v (k—q— 1)D’] L 0+(<0.>0)

= (<0)

0>0,r < g1k icin Py (k,z) < 0'dor.
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P o(k,x) = (q+2)0P;1(k,2)

= (>0).(>0).(<0)
= (<0)

T < Qgy1k,1 iCin P(;H(k:, x) < 0’dir.

Sekil 7: avgqo ks lerin avgqq 14 lere gore konumu

Kaynak : Caligma yazar tarafindan olugturulmustur.

T < Qgpipa icin Py (ko) < 0; 2 < agrip igin P o(k,2) < 0,7 = agyip, icin

Qgt1k1 < 0=D<0

Pk, agiip) = (q+2)0Pu(k, ageip)

= (¢+2).6.0
0

Bu bilgiler altinda sekil 7 ‘den de goriilecegi tizere agiok.1,(—00, Qgi1k1)

icine diigen aralikta yer alir. & = i1 52 iCin ,ag4162 < 0 ,D (Qgy152) < 0;

Popo(k,agpipe) = [N +(k—q— 1)D/} Pk, agrinre) + D'P(;—f—l(ka Qgi1k,2)

N+ (k—q— 1)D’} 0+ D.P,(k, agiipz)

—

Sekilden de gortilecegi {izere P; 11k, ogy1k2) <0
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Pra(k,aqi1p2) = 0+ (<0)(<0)
= (>0)

T = Qgy1k2icin 0 >0 ;

P;+2(k= Qgirk2) = (q+2)0P(k, agiik2)
= (¢+2)(>0).0

=0
T < Ogt1,k,2 icin

Pz;+2<k7 l’) - (q + 2)9P¢I+1(k7x)

Sekilden de goriilecegi tizere (1) nolu kisim & < agy1 42 i¢in Pyyq (K, z) > 0’dar

ve § >0 ;

Pq+2(k’,$) = (Q+2)0PQ+1(k’x)
= (>0).(>0).(>0)
= (>0

Bu bilgiler altinda ayi92y2min varhgindan soz edilir. Sekil 7 ‘de acikga
goriilmektedir.

T = Qgi1k3 160 Qg3 <0, D (agriks) <0

Ppia(k,agians) = 04 D.Pyyy(k, gi1s)

= D'PL;+1 (k; gi1n.3)
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Sekil 7’den goriilecegi tizere P, (k, cvgi143) > 0

Pyia(k, agrik3) = (<0).(>0)
= (<0)

Bu sekilde islem devam ettirilmesi ile; Pyi2(k, agi1p.q-1) = 0+D. Py (K, gi15-1)

sekil 7’den goriilecegi iizere ; P; 11(k, agi1k,g-1) ve bu bilgi altinda

Pq+2(k> O‘q+l,k,q71) = 0+ D'P(;-i-l(k? aq+1,k7q71>
= (<0).(<0)
= (>0)

onem teskil eden nokta & = ag14,4'dir. & = g1k, icin incelemeler su sekildedir;

Ogt1kq <0,D <0

Pq+2(ka aq+1,k,q) = [N +(k—q— 1)D,} Pq+1(ka O‘q+1,k,q)

+D.P;+1(k:, O‘q-i-l,k,q)

/

_ [N b (k—q— 1)D’} 04 (< 0).P 1 (ky g1 10g)

Sekil 7 ‘den goriilecegi tizere P, (k, ctgs1,k,q) > 0°dir ve

Pq+2(k> O‘q-lrl,/aq) = (<0).(>0)
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P(;+2(k;’ Qgrikg) = (04 2)0F1(k, agiirg)

= 0

T = Quitkgtr G0 g1 kg1 C (0,1), agi1kq+1 > 0 olmasi sebebiyle

D (gi1pg+1) > 0 °dir ve & > gy igin P (k,z) < 0 bilgisi altinda z =

. . . p ’
Qg1 g+l 16D Vi1 kg1 > gy By (B Qgrapgr) < 0'dar ve

Pya(k, agiipgr1) = [N +(k—q— 1)D,} Pra(k, g1 k1)
+D.P, (kg1 pgen)
- [N v (k—q— 1)9’} 0+ (> 0).(< 0)
= (<0)

elde ediilir.

T > gy kg1 iGN P(;H(/{:, z) su sekilde elde edilir. 0 > 0, > agi1.k,4+1

51 >

Pq+2(k’,fL‘) = (Q+2)0PQ+1(k’x)
= (>0).(>0).(<0)
= (<0)

T > Qgikgr igin P ok, ) < 0 du.
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Sekil 8 : Pyi9g+1'nin gtk g+1deki konumu

Ag+1,k,q A a.kaq Adi+1,k,q+1

Pa+2(k,Xg+1,k,g+1) < o

Kaynak : Calisma yazar tarafindan olusturulmustur.

Sekil-9 : agy2 k¢ nuN konumu

) Ag+1.ka+1
Aakq :

Pa+2(k 0ké+1,k,g+1)

Kaynak : Calisma yazar tarafindan olusturulmustur.

P,

-
w2k, g1 kg—1) > 0 ve Ppio(k, ag1k,4) < 0 olmasi burada oo, nin

bir kokiinitin varligini ortaya koyar. Dolayisi ile ook kokleri agiq 4 ile cgyi 1
arasinda ¢ — 1 koke sahiptir ve (—00, @g4+1,k,1) i¢inde o194 1’1 bulundurmak iizere

P,

w2 (k. x) toplam ¢ koke sahiptir. Bu metod devam edildiginde k; ¢ift ise (0,1)

araliginda bir kok ve (—o00,0) i¢inde ¢ farkli koke sahip olacaktir. Py iy, 41 =
Jky+q+1 -Bir bagka ifadeyle kok sayis1 polinomun derecesine bagh degil, k; ’e bagh

olan ki¢ift ise ¢ + 1 ,tek ise ¢ koke sahiptir(Beale, 1937:212)..
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Sekil-10 : avgyo i lerin aygyq g slere gore konumu

Ra+1ka-1 Ka+2Ra_ Kq+1,k+q

’

Kaynak : Calisma yazar tarafindan olusturulmustur.

Kg+1,k

0 +1
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3.2PEARSON DIiFERANSIYEL DENKLEMi SAGLAYAN
P,(k,x)LERIN BUKUM NOKTALARININ SAYISI VE POLINOMUN
DERECESIYLE OLAN ILISKISININ KURULMASI

Teorem 3.1:y = f(z), der(G(z)) > 1 olmak {izere; % = fg(())(;(, f(z) olasihk

yogunluk fonksiyonunun biikiim noktalarimin sayist G(X)’in derecesini gegemez

(Diindar, 2012 : 23).

ispat:
ax) _ fX)X
X GX)
PIX) [f(X) + X.%] G(X) — G (X).f(X).X
dx* [G(X)P?
PIX) [f(X) 4 X fé@ﬂ G(X) — G (X).f(X).X
x> (G(X)P”
- CJ; ((j(())]g. (3~ X.6' (%) +G(x))
£ — o, f(X) g (X2 = X.G'(X) + G(X)) =0, (X2 = X.G'(X) + G(X)) =

0, G(X)’in dogrusal ya da sabit oldugu durumlar hari¢ yukaridaki denklemin
derecesi G(X)'in derecesi ile aymdir.

Pearson diferansiyel denklemini saglayan P, (k,x) igin ¢. tiirev formiilii;

q—1 i / Qk - + . "
Ptk = Tl 1 =) (¥4 2520 ) Pab) a=1 )
(2.28)
q = 1 igin

0 ! 2]{:_ "
PY (k) = [[(n+1-0) <N + "D )Pn(k,x) Lq=12,,,(n+1)

=0

k =n ve Jacobi polinomu N = (=3 —a) ve D" = —2 igin;
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P (nz) = (n+1). [(—5 —a)+ g(—z) Po(n,z)

= (n+1).[-f—a—n]P,(n,x)
elde edilir ve bu ifadenin tekrar tiirevinin alinmasi ile;

1

P.(nz)=(n+1).[-f—a—n] .P;l(n, x)

P! (n,z) igin ifadeyi (2.28) Denkleminde n yerine n — 1 ve k = n igin

q=1vei=0 i¢in

Pl(n,z) = 11:[1(71 —1+41-0). {N + WU’} Po1141(n, )

n

= n|-f—a—-n—1]P, 1(n,z)
elde edilir. Bu ifade P, ;(n,x) = (n+1).[-8 — a — n] P,(n, z)‘de ifade edilmesi

ile;

P, i (nx) = (n+1).[—5—a—n]P;(n,x)

= (n+1)[f+a+n.n[f+a+n+1].P,_1(n,x)

elde edilir. (n + 1).dereceden polinomun biikiim noktalar1 (n — 1). Derece-
den polinomun kokleriyle iligkilidir. P,(n + ¢,2) = J(z,a ¢+ 1,8+ q+ 1)
(Beale,1937 : 220).

120



P,(k,z) = J.(x,a,p)

P.ntqx) = Julv,a+tq+1,6+q¢+1)

"

Plo(nz) = (n+1)[8+a+n]n[8+a+n+1].Pylnz)

ifadesinin Jacobi polinomu i¢in gosterimi su sekildedir;

q = 2 ,iki kez tiirev alinmasi sebebiyle ;

P,(n+q, = Ju(lr,atq+1,0+q+1)

= n+1)B+a+nn[f+a+n+1].Pi(n,x)

z)
P,i(ntqz) = Joa(z,a£1+1,6£1+1)
n—i-l(n?x)

)

Joa(r,a,8) = m+D)[B+a+tnnB+at+tn+1].J,1(v,a+2,5+2)

1"

Jpi1(@ 0, 8) =01i¢in (n+ 1) [f+a+n].n.[B+a+n+1]. Jy_1(z,a+
2,0+2)=0igin [+ o+ n|[f + o+ n+ 1] # 0 olmas: sartiyla J, 1 (z, o, §)’'min
biikiim noktalar1 , J,_1(z,«, 3)’in tek dereceli koklerindedir, Jacobi polinom-
larinin reel koklerinin sayisi n. dereceden bir polinomun dercesi olan n’ye esit
olmadig1 yani reel olmayan koklere de sahip oldugu durumlar vardir ve bu durum-
lar o ve f‘nin varligindan etkilenmektedir (Beale,1937 : 220).Dolayisiyla polino-
mun derecesini bulabilmek igin (2.28) bagintisinin kullamlmasi ile J,, 11 (2, o, 5) =
P,.1(n,z) olmas sebebiyle (2.28) bagntisinda n = k igin ve Jacobi polinomlar:
icin bulunan bu bagmti icin gerekli degerler olan N' = —3 — o, D" = (=2)
q=1,2,,,(n+ 1) olmak iizere
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Qk—n—f‘l "

q—1 ,
P9 (k,z) = l:[o(n+ 1— 1) <N +=——D ) Po_gi1(k, @)

q-1 . ’ 2n — + L
Pé‘i)l(n,:z:) = [[(n+1—19) <N + %D ) Py_gi1(n,x)
i=0

q—1 ’ 2 — ] 7
e = Tor1-0 (8 + 250" g atan

i=0 2
q—1
— 1:[0(71 +1—-i)[-B—a—n—1iJpgi(z, o, f)

Jn—g+1(z, 0, B) = Py_gi1(n, )
elde edilen Jé‘fgl(x, a, ) = ?ﬁl(n +1—1i)[-8—a—n—iJy_gu1(x,a, () denkle-
minden «, f’nin durumunalzb(z)xgh olarak polinomun derecesiyle iligkisinin durumu
incelenmigtir:
i) a+ [ tam say1 degil ise;
Jps1(z, o, B)'nin derecesi n = 0,1,2, ... icin n+ 1'dir.g = 0,1,2, ., (n+1),

Jffﬁl(x, a, 3)’'nun sifira egit olmasi i¢in ;

Jfﬂgl(‘rao@B) = qu:(n+1 _Z> [_5_05_”_2] Jnqurl(x,Oé’B)
Jnfq+1($7a76) = Pn7q+l(n7 .’ﬂ)
q—1
J,(ﬂzl(x,a,ﬂ) = l;l()(n+1 —i)[-f—a—n—1i]P_41(n, )

ifadesinde ya [—-3 —a —n —i] ya da P,_,1(n, z) sifira esit olmahdir. Ilk olarak
P,_4+1(n, x)in sifira egit olup olmadigl durumunun incelenmesi agagidaki gibidir;

a + [ tam say1 olmamak {izere;

Pi(n,x) N +nD’

Pi(n,z) = (—f—a—-2n)z+a+n

(——B—a—-2n)z+a+n # 0
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olmasi sebebiyle Boliim-2 Teorem 2.8’min bilgisi altinda P,(n,z) =0, > 0,4 <
n+1 buifadede (¢ = v)’nin p’niin bir ilk degeri vardir, bu durum igin P,(n,z) =0
fakat P,_1(n,z) # 0 durumunun agiklanmasi , Teorem 2.8’de Pearson Diferansiyel
denkleminin paydasi olan D tam kare degil ve P,,; = 0, P, # 0 ise bu durum
yam < nigin [N+ (k—m)D'] =0 ya da m(mims) olacak sekilde m’nin iki
degeri vardir yle ki [N + (k—mi)D'] =0, [N + (k —m2)D'] = 0, a1z + B3, ve

s + By; (my,me < n)’yi garpim olarak igerir soyle ki; P,; = 0 ise m < n i¢in

Por(k,z) = [N 4 (k- n)D/} Pu(k,z) + D.P.(k, )
0 = [N 4 (k- n)D/} Po(k,z) + D.P.(k, )
P, (k, ) sabit ise P, (k,z) = 0’dir, dolayisiyla

0 = [N 4 (k- n)D/} Pu(k,z) + D.P.(k,z)
0 = [N + (k- n)D'} Pu(k,z) + D.0

[N + (k- n)D’} Pk, z) =
P,(k,x) sabit degil ise
0= [N 4 (k- n)D’] Py(k,z) + D.P.(k, )

[N+ (k—n)D'] P,(k,x)
D

/

P (k,x) =

n

bunun sonucu olarak teoremin uygulanmasi ile; p < v igin

P,ii(n,z) = |N+(n— I/)D/] P,(n,z) + D.P,(n,z)

P,.1(n,z) = 0,P,(n,z) # 0 durumunda;P,(n, ) sabit olmasi ve P,(n,x) #
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sabit durumunu teorem 6 ‘dan hareketle incelenir.

P,i1(n,x) = |N+ (n— I/)D/] P,(n,z) + D.P,(n,z)

denklemini

P,(n, x) sabit olmasi durumunda P, (n,z) = 0’dir ve

Po(n,z) = [N +(n— y>D’} P,(n,z) + D.0

0 = [N+ (n— I/)Dl} P,(n,z)

P,(n,x); sabit p < v igin [N + (n— p)D'] = 0 olmasim gerektirir. Dolayisiyla
Jacobi Polinomunun da N = (= —a)z + a,D(x) = 2.(1 —2),D'(z) = 1 — 2z
degerlerini

[N+ (n=p)D| = (8- a)z+a+(n-p)(1-20)

(= —a—2(n—p))x+a+n—p=0 olmasin gerektirir.

P,i(n,z) = [N—i— n—v) }Pynx + D.P(n,z)
0 = [N—l—n—y }Pynx—l—DP(nx)
Plna) — [N+(n yD’} . x)
p<v
P ) = — [N+ (n—p)D'] P,(n,z)

Jacobi polinomunda D = z.(1 — z) olduguna gore anz + 5, = x, agx +
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By, =1—z olmahdr. [N+ (n—p)D'] = (-B—a—-2n—p)lz+a+n—p
ifadesinde a4 /3 tamsay1 olmamasi sebebiyle (—f — a — 2(n — p)) # 0’dir, giinkii

x = p—n—a 5 dolayistile N+(n—p)D" # 0’dir bu yiizden dyle p(p; p;) olmali

(=B—a—=2(n—p

ki teorem 2.8’e gore hareketle;[N + (n —p))D'| = (= —a —2(n—p1))z +a+
n — py; x/in bir ¢arpani olabilmesi i¢cin « + n — p; olmal dolayisi ile « = p; — n
olmasini gerektirir. p; ve n , tam say1 olduguna gore a’ninda tam say1 olmasini
gerektirir, [N + (n — pQ)D'} =(—f—a—-2(n—p2))z+a+n—pyigin (1 — )i
carpan olarak igerir ifadesini kullanabilmesi i¢in a+n—ps parantezine alinmasi ile;

[N+ (n—p2)D'| =a+n—p, [1 — lodn=p2)+(5tn=p2) | ifadedende goriildiigii gibi

a+n—p2

(1—x)’1 garpan olarak igerebilmesi i¢in (5 + n — p2) = 0 olmahdir, (5 +n — ps) =
0 olmasi ; n ve p, tamsay1 olduguna gore f’ninda tamsay1 olmasini gerektirir , o

ve 3 hipotezinin aksine o + [ tamsayidir. Bu yiizden ;

I (@,0,8) = [L[(n+1-0)(=8—a—n—i)Py gk
=0
n = 0,1,2,.

g = 0,1,2,..,(n+1)

Bu denklem iginde P,_,1(k, z) = 0 degildir dolayisiyla bu denklemde n + 1 ile ¢

yerdegistirilmesi ile;

T @0, 8) = T1(n+1—1)(=f = a—n—i) Pon, )
n = 07]-’27‘
q = 071,2, ..... ,(n+1)

J" (2 0,8) # 0

ve J,,,,’in derecesi kesinlikle (n + 1)’dir (Beale, 1937 : 221).

ii) a5 >0isen =0,1,2,........ i¢in J,,in derecesi ; (n+1)’dir(Beale,
1937 : 221).
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K @a8) = [Mn+1-i)(-B—a-n—i)Rn)
= (n+Dnn—1.(n+l-n)(-B—a—n)(-B—a—n—1).

(=B — a —2n) Py(n, )
= m+D(-D)"". (B+a+n)(B+at+n+1).

(B + a+2n) Py(n,z)

n > 0, S+ a > 0 olmast sebebiyle J,Sﬁl)(:c,a,ﬁ) # 0dir ve
J,

n

cesi (n + 1)’dir.

+1'de (= — o — n — 4)’nin hicbir ¢arpam yok olamaz, dolayisiyla J, ,,’in dere-
iii) f + a =0 ise n = 1,2, 3 olmasi sebebiyle
T (@0, 8) = (n+D(=1)" (B+a+n)..(8+a+2n)Py(n,z)
= (n+DI(-1)"n.(n+1)..(2n).1

I (2, a0, B) # 0 ve

Ji(z,0,8) = 271 —2) P,

dx
= 21— ) (a2 (1 — 2)® — 2281 — 2)° )
= a(l—x)—2z0
= a—z(a+B)

(o + B) = 0, Ji(z,a,5) = «, dolayisiyla n = 0 igin saglamaz, n =
1,2, .. ile baglamasi ve (a + ) = 0 olmasi sebebiyle Ji(z,a, ) = o’dir .n =
1,2,3, ..., Ji(z,a, ) = a sabit olmasi sebebiyle n + 1 = 2’ den baglayarak uygu-
lanir ve (o + ) = 0 igin n = 1,2,.....0olmak iizere Jfﬁ:{ )(x,oz,ﬁ); (n + 1).
derecedendir(Beale, 1937 : 221).

P,(k,x)ler igin biikiim noktalarimin sayisin1 ve derecelerinin nasil elde
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edildigi konusunda genel bilgi verildi ve Jacobi polinomlar: i¢in ayrintili bir sek-
ilde incelendi, Jacobi polinomu « ve  parametreleri sahip olmasi sebebiyle bu
polinom {izerinde incelenmeye ¢alisildi tek parametreye sahip olan P, (k,x)’lere
ornek olan Laguerre polinomlar i¢in ve & = 0 icin genel olarak Pearson difer-
ansiyel denklemini saglayan P,(0,z) = P,(z)‘leri saglayan polinomlar olan Her-
mitte polinomlar i¢in biikiim noktalar1 ve dereceleriyle ilgili incelemeler agagidaki
gibidir.

an I:efz.xnnl»afl]

Laguerre polinomu ; L, (z, o, ) = x'7*.e". p

,n=0,1,2,........ ,
a, gergel bir sayidir(Beale, 1937 : 221).Agirlik fonksiyonu Laguerre polinomunun

—T

bu gosterimi igin p(z) = e *.2* Vdir ve n. dereceden agirlik fonksiyonu ise
) (r) = e~®.2*™"~1 "dir. Laguerre polinomunun agirhik fonksiyonu olan teorik
olasilik yogunluk fonksiyonun tiireteni EK 3’de bahsedilmis olan gama fonksiy-

onudur. Laguerre Polinomu ;

1 d" Dy
P,(k, = .D".
(k. z) DFy dx™
1 , d"D™y
P,(n,z) = D”y'D S

=1;Py(k,2) = N+ kD' ,N+kD =N,k =1,

Pi(l,2) = a'7®.¢".

N=(—z+a),D =xz,n=k+ 1'dir(Beale,1937 : 221)

Laguerre polinomlarinin gergel koklerinin yeri bu bilgiler altinda ¢énceden
bahsedilen 6 ve paya baglh olarak Laguerre polinomunda payda D(z) = x olmasi
sebebiyle paydanin kritik noktasi x = 0 degeridir bu sebeple koklerin konumunu
(—00,0) ve (0,00) araliginda incelenir ve ardigik dereceli polinomlarin kokleriyle

hakkinda bilgi i¢in énceden bahsedilen (2.23) ve (2.24) ile ifade edilmig rekiirans;
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iligkilerinden faydamlarak gercel koklerin yeri hakkinda bilgi edinilir(Beals,1937 :
221).

Laguerre polinomunda tek kritik nokta x = 0 noktas1 oldugu icin buna
bagh olarak sadece yf = N + (k —n)D ve § = N + %;MD" elde edilen ve
N=(-z+a)ve D=z N =—-1,D" =1,D" = 0 oldugu icin

po= N+(k—n)D/] L
= a+tk—n
0 — N/—|— (2]{7—n)D//
2
= -1

P(k,x) = N+kD
= —ov+a+k

P(k,z) = —1

Laguerre polinomunda p = 1,2, .....,(n + 1) icin P,(n,z) # 0 olmak iizere;

/

Pn+1(k7x> - (TL—F 1). |:N, + M

5 D"} P,(k, )

N =-1,D'=1,D"=0,n+1=pu,k=nicin ;

Pl(nz) = p {—1 + 2”_(2#1).0} Py_y(n, )

— P a(n,a)

elde edilir.Eger P,(n,z) = 0 ise P;(n,x)’den diger bir ifadeyle P,_1(n,z)’te
P, i(n,x) = Pl;(n, x) = 0’dir. Bu sonuglarin devam ettirilmesi ile ; Pi(n,z) =0

elde edilir.

q—1

P9 (k,z) = 1}0 (n+1—i). [N + 225 D" P,_g41(k, x) ifadesinde ¢ = n+1
ve Laguerre polinomu icin N' = —1,D" = 1,D" = 0, D = z degerlerini yerinde

ifade edildiginde ;
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2k —n+1
2

s

P(TH—l) (k, x) _

n+1 (n +1-— 7,) (—1> + .0 Pn_n_1+1(l€, I)

S
Il
o

(41 —i).Pyk, )

I
—

-
Il
o

elde edilir.k = n, Py(n,x) = 1 olmasi sebebiyle L (z,a) = (=1)".(n +
1)Pdir ve (n + 1). dereceden bir polinomun (n + 1). tiirevi sifirinci dereceden
bir polinom yani bir sabit verdigi goriilmesi sebebiyle L, 1,(n + 1). dereceden bir
polinomdur(Beale,1937 : 222).

Laguerre polinomlarimin biikiim noktalarinin sayisi ; (2.28) denklemi ile

q = 2 igin

1 ) ’ 27’L—n—|—l 7
Pﬁzl(k,x) = [[(n+1—1). N+TD Pogi(k, )

i=0
P,(Li)l(n, z) = (n+1).n.(=1).P,_1(n,x)
P,n+qx) = Ly(r,atqg+1)

P,n+qx) = Ly(r,a+2)

"

L, (r,a) = (n+ 1)n.(=1)Ly—1(z, + 2) elde edilmesi ile bu bilgi-
den anlagilacag iizere (n + 1). dereceden Laguerre polinomunun gercel koklerin
sayist (n — 1). Dereceden polinom olan Laguerre polinomunun gergel koklerinin
sayisina baghdir(Beale,1937 : 222).

P,(k,x) ile Pearson diferansiyel denklemini saglayan ¢zel polinomlarin
genel ifadesi gosterildi.

k=0 igin; P,(0,z) = P,(x)

Pk, z) = [N 4 (k—n) D’] Po(k,z) + D.P.(k, )
- [N - nD/} Py(k,x) + D.P.(z)
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P (kx) = (n+1) lN’ﬂ%T_”)D”] Py (k, )

P 0x) = (n+1) [N’ - gD”} P.(0,2)

! ! 2 - 1 "
Pk, z) = [N +(k—n)D ] Po(k,x) +n.D. [N n k++p } P (k, )
/ / n—1_.,
Pun(0,2) = [N - nD] P.(0,2) +n.D. [N - D ] P 1 (0,2)

rekiirans bagintilariin tiimii P, (z)’ler i¢inde saglanir(Beale, 1937 : 222). P,(z)
in koklerine iligkin bilgileri veren bazi teoremler agagida incelenmeye caligilmigtir.
Teorem 3.2:Tiim a/ler i¢cin N lineer ve D(z) > 0 olsun ve N' — ZD" < 0
om=1,23,............ oldugunu varsayalim. P, ; P, .;’in koklerinden ayiran n farkh
gercel koke sahiptir(Beale ,1937 : 222).
ispat:z' =1,2,....,n i¢in P,’in kokleri «,,; ile gosterilmek tizere ; o, ; < 41
(g1 < o) gibi. Farzedelim ki N " > 0 olsun bu ifade eder ki z’in katsayisi
pozitiftir. Lineer olan N, «;; tek kokiine sahiptir.
P, = N; olmasi sebebiyle yani lineer olan N’yi ;ax + b gibi diistiniilmesi

ile ve N' > 0 olmasidir ; N; = a > 0;P, = N; = az + b dolaysiyla Py(z) = 0
icin a1 = —g olmak tiizere a > 0, N{ = a > 0 ifadesi x < ay’ler i¢gin P, < 0'dur
.Ni = a,olmak tizere , > o 1’ler i¢in P, < Oyapar.

Pi(aq1) = 0‘dir. P, igin; P, 'nin koklerinin yerini o ; kokiine gore konumunu

veren igsaret tespiti agsagidaki gibi takip eder:

Poii(0,2) = [N - nD’] Py(z) + D.P.(x)

ve teoremde D > 0 varsayimi altinda ve P, = N > 0 hareketle n = 1 ve
T = ay;igin Poyq(0,2) = [N —nD']| P,(z) + D.P,(z) ifadesinin yazilmasi ile;
Py(ai1) = [N=D'| Pi(a11 ) + D.Pi(cr1)

Pi(aq,1 ) = 0 olmasi sebebiyle
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Poary) = |N=D|Plars)+D.Pj(as)
= D.Pj(a1;)
= (>0).(>0)
= (>0

PQ(aLl ) > 0 ve

P02 = (n+1) [N’ . gD"} 2,0, )
Py(z) = 2. [N’—%] Py ()

"

elde edilir ve teorem de N — %D" =0,m=1,2,3,... ve # < 0 degeridir ve # < 0
oldugu toremde verilmigtir.
r <aopqlerigin; Py < 0;2 > agq’lerigin P > 0 ve N — % < 0 olmas1

sebebiyle;

Py(z) =2.0.P,(2)

T < 11 1g1n ;

/

Py(xz) > 0,2 > oy igin P, > 0 ;
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/

Py(x) < 0,2 = oy icin ;

P2(Oél71) = 2.9.P1(Ck171)

= 2.(<0).0

Py(ay1) = 0 elde edilir.Bu yiizden (—00, ay;) iginde P,'nin bir kokii vardir
(11, 0) iginde de bir kokii vardir ve teorem n = 1 i¢in sagladigi goriiliir. P; ’in
kokii ile Py’nin kokleri ayrildi. Varsayahm ki n = h icin dogru olsun.P; (a ;)

sirasiyla pozitif ve negatif olmak {izere ;

P (z) = n.(N'—gD")Pn(x)
= (>0).(<0).P,(x)
= (<0).P,(x)

Pu(z) = [N - hD’] Pu(z) + D.P,(z)

D(xz) >0 ve x = ay,; i¢gini = 1,2, .. .., h swrastyla pozitif negatif ise ;

Pusi(ans) = [N = hD'| Bifans) + D.Pj(an,)
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Ph—i—l(ah,l) =

=
|
>
S
=
L
=
_l’_
>
.
Q
B

T = op1

Pf;—&—l(ah,l) = (> 0)(< O).Ph(Oth)

= (>0).(<0).0

P;;+1(Oéh,1) > 0 varsaym ile baglanan P,;(ah,l) ;x < apy i¢in P, < 0’dir. Bu

gergek By () = (h+1).(N

/

— 2D").Py(x) ile birlestirildiginde = < ay; icin ise

P, <0 ise;

Pla(e) = (h+ 1.V — 2D").Py()
= (>0).(<0).(<0)
= (>0

pozitif olan P}; 11(an), (=00, apq)icinde Ppyq’in bir tek kokii vardir. Benzer

sekilde Pj,1’in kokleri (ay, 5, 00) icinde kurulur. P}IL(CJ{}Z72) < 0 olsun,z > a2 icin

P, > 0 ’dir.
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Pia(@) = (b4 1.V = 3D').Py(o)
= (>0).(<0).(>0)
- 0

!

Ciinkii Py, () = (h+ 1).(N' — £D").Py(2)‘den Pyiy’in en ug noktast
1 =1,2,....,h ap;’dedir. Py in sadece ug noktalar1; ¢ =1,2,...... , h 'dedir.
P, (ap1) > 0 olmasi sebebiyle x < a1 igin Py, (z) > 0 oldugunu gosterir. Pozitif
olan Pyiqi(ap1), (—00, apq) icindeki Ppyq’in kokii oldugunu takip eder. Benzer
sonuglarla, (app,00)icinde Ppy’in bir kokiiniin varhgr kurulur. Teorem N >0
i¢in kurulur.

Teorem 3.3: Tim z’ler icin D(z) > 0, D" < 0, N —2D" < 0, N #
0, N' = 0 ise ,P,, P,_; ’in kokleriyle ayrilmis olan (n — 1) gercel farkh koke
sahiptir(Beale,1937 : 223).

Ispat: P, = N birinci dereceden polinomu sabit ise Pl' = (’dir.Sabit olan say1 ¢

ile ifade edilir ise;

Poi(z) = [N - nD’} Py(z) + D.P.(x)
Py(z) = [N - nD’} c+D.0

= [N-nD

D" < 0 olmasi sebebiyle payda ikinci derecen oldugu acgiktir dolayisiyla D’
birinci dereceden bir polinoma karsilik gelmesi sebebiyle Py(z) = [N —nD'] .c

lineerdir. P, (z)’lerin biikiim noktalar: ise;

1

! 1" ! _1 1"
P =(n+1). [N —QD} {N - (”2 >D]Pn_1

2

(n+1).dereceden bir polinomun biikiim noktalar1 , (n —1). Dereceden polinomun

koklerindedir(Beale,1937 : 223).
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DORDUNCU BOLUM
PEARSON TiP I EGRISi VE JACOBI POLINOMU UZERINE BIiR
UYGULAMA

4.1. UYGULAMANIN TANITILMASI

Pearson Tipl dagihmm y = yo(1 + £)".(1 — ), (o0 < k < 0),

f(z) = y egrisi ile ifade etmigtir. Pearson diferansiyel denklemi v, sabit olmak

i% = %y ile ifade edilir. TipI dagilimi Jacobi Polinomlarinin kul-

uzere
lanimini gerektirir ve Jacobi Polinomlari ile Tipl dagilimi arasindaki iligki agagi-
daki gibi incelenmigtir. Pearson Tipl dagilisi ters isaretli iki kok degerine sahip
bir dagilistir. 7,79 ;Tipl dagihisinin kokleri gostermek iizere ;bu uyugulamada
ry < 0 < ry i¢in Jacobi Polinomlarimin Boliim-3 Durum-1 ile ifade edilen sartlar

altinda Tipl dagihst B/J bigimli dagiliy incelemesi yapilmigtir. 7ipl dagiliginin

genel ¢oziimii ;

Ld) _ _ @+a)
f(z) dx b+ bz + bya?
1 A As

—— +
bQ (ZE — 7”1) (l’ + T‘Q)
Aj(z+ry) +As(x—11) = z+4a

r = T1:>A1: mta
1+ 7o
To —Q
o "2 2 1+ 7o
re < 0<mr
A A
Inf(z) = ——ZInjz—r|—LInjz+r|+hK
by by
flz) = k(ri—x)™.(z+1ry)™
Ay Ay
m; = ——,My=——
1 627 2 b2
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K normalizasyon sabiti olmak iizere , 0 < w < 1 olup,

T —X
w o= ,
1+ T2
rn—x = w.(r;+r)
dr = —(ry +ry)dw
l—w = ™+
1+ 7o

déniigtimleri ile f(x) = 1 olmahdir

.Pearson Tipl dagilisn bu doniigiim ile I Tip Beta dagilisi ile gosterimi

1
K.(ry + ro)™ T [™ (1 — w)™dw = 1
0

"dir(Sehirlioglu ve Diindar, 2014 : 70).
Bu integralden anlagilacag iizere aralik (—rg 71)’den (0,1) araliginda bir

integrale dontigmiigtiir ve my; = —4%, my = —42 olan bir beta fonksiyonuna

b2
kargilik gelir.Pearson Tip I dagilimim ifade etmistir.Pearson ¢ = ’%3 = v varsayimi
altinda Jacobi polinomlari ile Tipl dagilimi arasindaki iligkiyi Bolum?2.1. 'de ifade
edilen fonksiyonun serisel acilim iizerinden kurmugtur.7spldagiliginin
olasilik.yogunluk.fonksiyonu Jacobi polinomunun agirlik fonksiyonudur. Agir-
hk yogunluk fonksiyonunun » = % doniistimii ile (—a,b) den (0,1) araligima
dontistimii yapilarak

y = Ao

[vonde = a0 [ woyis
/ydx = Ao/uodx

/uoda; = /b p(z)dx = i(a +2)* (b—x)’ dx

—a

1
— (a+b)°‘+5+1/ za(l—z)ﬁdz
0

beta fonksiyonuna doniisiir.
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Bu ifadeden goriilecegi tizere Jacobi polinomlarimin Beta fonksiyonu ile
iligkilendirilmis yeni agirhik fonksiyonu 2.(1 — z)?seklinde bir agirlik fonksiyonu

ile incelenmesi durumunu Franks Beale

mn

d
Jo(z, 0, 8) = 217 (1 — I)l_ﬂ.%

[x"+0‘_1.(1 — x)”“a_l} ‘o, BeR

olacak gekilde genel ifadesi ile inceleme altina almistir.Tipl dagilisinda mq, ms
degerleri ile Jacobi Polinomunun teorik olasilik yogunluk fonksiyonu olan agirlik
fonksiyonunun « ve [ parametreleri ile eslestirilerek Tip I egrisi ve Jacobi poli-
nomu iligkilendirilmis ve egrinin biikiim noktalar1 agirlik fonksiyonu iizerinden
bulunmustur.

Jacobi Polinomunun agirhik fonksiyonu doniistiiriilmiis hali 2®.(1 — z)?

seklindedir.Bu teorik olasilik yogunluk fonksiyonunun biikiim noktalari;

Pr@)
de?2
d*(z®.(1 — x)P)
dx? =0

(a.(a— 1) +2a8 + B — B)a? + (—2a* +2a — 2aB)z + a.(a—1) = 0

(a.(a—=1)+2aB+ 5% =) = a, (—20* 4+ 20— 203) = b, a.(a — 1) = ¢ olmak {izere

—b+b? — 4dac

Tz = 2a
Ty = O, 17
ry = —0.01
koklerindedir. Goriilecegi tizere
df(z) T gia
de _Bl_a.(x.(l — m))f(J:)

paydadaki polinom z.(1 — ) ile teorik olasilik yogunluk fonksiyonu z®.(1 — z)?
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iligkili oldugu goriilmektedir.Farklh isaretli reel koklere sahip olacak sekilde Tipl
egrisinin parametreleri Craig kartindan segilerek Jacobi polinomunun (0,1) ar-
aligina diigsen bir kokiin var oldugu ve egrinin biikiim noktalarinin polinomun

agirlik fonksiyonu tizerinden elde edilmesi iizerine bir uygulama yapilmigtir.
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4.2 UYGULAMA

Jacobi Polinomlar: Béliim 3.1 ’de bulunmus olan N = (—f—a)z+a, D =
z.(1 — ) durum-I kosulu altinda Pearson Diferansiyel Denkleminin ¢tziimiinii
TipI ’in genel ¢oziimiinde bulunan m, my ve Jacobi Polinomlarinin asagida ifade
edilen Pearson Diferansiyel Denklemini sagladigi gercegi altinda Jacobi polino-
munun genel bir ¢oziimii elde edilerek m; mqo degerleri Boliim 3.1’de bahsedilen
Durum-1 sartlart altinda o« < 0, § < 0, |a] < |5], «a,5,a + § tam say1 ol-
mamak gartiyla o/y1 pozitif yapan k degeri k;, 3 y1 pozitif yapan k degeri k;
(v + B+ 2k) < 0 sarti saglayan k degeri k3 sartlar1 altinda iligkilendirilmeye
caligildi.

Jacobi Polinomlarimin momentler metodu ile genel c¢oziimii asagidaki

gibidir.
1 df(x) r+a
m dz n bll’ + b2$2
(byz + b2x2).d{l(;) = (x+a).f(x)

Esitligin her iki tarafi 2™ ile ¢arpilarak

(blanrl 4 b2$n+2).M — (:L.TL+1 4 ax")f(a:)

u = by + byt

du = (bi(n+1)2" + by(n + 2)2")dx
vo= f(z)

Jdv = [df(z)
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[(b1z™ + by )df (x) = [ (2" +a.a™)

(by" ! 4+ bez™ )y — [(bi(n+ 1) 2" + by(n + 2)2" ) f(z)dr = [(2"*! + a.2™).

0—bi(n+ Dy, = bs(n+ 2ty = Hgr + sy,

—by(n + g, = ba(n + 2)pt g1 = oy + agey,

n =0, 1,2 icin sirasiyla ,

—biprg — 2bapy = puq + apig
—2b1py = Bbojty = piy + agl)

—3bijy — Abopy = i3 + ayy

elde edilir, ifade diizenlendiginde

bipg + 2bapty + apry = —py
2b1j1y + Bbapiy + apy, = —pi
3b1u/2 + 4b2pb;, + a,u/2 = —,u;

elde edilir ve a, by, b, denklem sisteminden
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i li li ! ! 2
A = 20ty + 24500 = 3. (1) )
’ ’ ’ 7\ 2 ’ ’
. (=g (p1)* + 3.p1y- ()™ + pig.115)
- ’ ’ ’ / 7\ 2
(2.(()? iy + 2ep15.17 = 3. (1))
’ 7\ 2 ’ ’ N2 7
) gy (1) + ety — 2 (112) i3
L= -
A
’ / / ’ I\ 2
b — (1) 43 + pig-pty — 2 (p1a)
, — -
A
elde edilir.
df (x T — g5
d(a:) e ?1+— @
B—a ’
n 0 i¢in
—bipg = 2bopy = 1y + apy
—tig + 21y = (=B — )y + gy
2+a+Bm = 1+a
’ 1 + «
1 2+a+p)
: 1,76
1 11, 32
1 0,15
n 1 igin

(—a = B) pig + i)y
(a+2) .1
Bt+a+p’
0,035
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n 2 i¢in
—3bipiy — Abojty = piz+ apty
3 1 ’ ’ (0
20,033 - —— - 0,033
b+« B+ P Hs ™ o + 0
—.0,033 + .0,033 (———
0,099 + 0, 033. ,
(1+ 5+ a) Hs
i 0,009

elde edilerek moment degerleri bulunur. Jacobi Polinomunun Pearson diferansiyel

denkleminin genel ¢oziimii;

ldy N
yde ~ D
df(xr)  (=B—a)z+a
dx r.(1—1x) J @)
dln f(x) A B
dz B ;—i_ 1—2
A = «
B = -8
dln f(z)  « -5
dz B 5+ 1—2x
Inf(r) = alnjz|+(-F).n|l —z/+hK
f(x) = Ka*.(1—x)°
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/ / ’ / !/ 2
A = 20ty + 2480 = 3. (1) ) = 0.001
’ ’ ’ 7\ 2 1 ’
oo s () 430 (i) pge) o
- ’ ’ ro 7\ 2 - :
(2-((uy)? iy + 2ep15.7 — 3. (1))

e ()" oty — 2t

by = 1 = —0.05
’ ’ ’ ’ 7\ 2
b, — )t uzul —2(12)" _ o5

ry =0, ro = 1 elde edilir.

Tipl dagihsinda I.Tip Beta fonksiyonu ile m;, mqy degereri eslestir-
ildiginde my; = «, ms = [’ya karsilik gelir. Tipl dagilisi i¢in Craig Kartindan
faydalimarak 6 = —0,15, v, = —1,8, = 1,8, = 3,97,r1 = 1.5 ;ry = =8.1,my =
0.76, my = 8.56 degerleri kosullar1 altinda bulunarak ;Jacobi Polinomu m; ms
ile eslestirildi.Tipl dagihisinda m; = 0.76,my = 8.56 degeridir.Jacobi Polino-
munda || < 8], @, 8, + § tamsay1 olmamak sart1 ile;a’y1 mitkemmel tamsay1
yapan ki 'y1 mitkemmel tamsay1 yapan ko, + 5 + 2k > 0 yapan miikemmel
tamsay1 degeri k3 ve 0 < ki < k3 < ko sartlar1 altinda ,bu sartlar saglayan
ve kullanilan £ degerlerim 0 < k < k; araligina diismeli ve bu aralikta Jacobi

Polinomunun bir k£ degerine bagh olan bir kokii a;;; varhgindan stz edilmeli

+k

— (8]
Ve (k1 = i giok

0 < a1 < 1 arahginda olacak sekilde saglayan k’lar o, 3
parametrelerinden yola cikilarak elde edilmelidir.

Craig Kartindan elde edilen m; = 0,76, my = 8,56 Jacobi Polinomunun
mi = a,me = [3 degerine karsilik gelir.ag;1'in 0 < a35;1 < 1 araligina diise-
bilmesi i¢in a4+ k1 < 0, + [+ 2k3 <0 ve |a+ ki| < |a+ B + 2k3| olmalidir ki
oy ke < ks < ky < 0 sartim saglayacak sekilde k1 < k& < 0 araligina diisen

K'lar bulunmali ve bu k'lar a1 leri 0 < a1 < 1'lere diistirmelidir.

a+k

A

a+k <0 yapan k degeri kq, 0.76 + k; = k, ky = —1 en miikemmel tam
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say1 degeri icin 0.76 + (—1) = —0.24, alinan k = —0.24 ve k; < k < 0 igin yani
—1 <k <0 arahgina —0.24 diigsmektedir.

a+[3+2k < 0yapan k degeri ks 9.3242ks = k; ks = —5 en miitkemmel
tamsay1 degeri i¢in 9.32 4+ 2.(—5) = —0.68 ; aliman k= —0.68 ve -1 < k <0

araligina 0.68 bu araligin igindedir.

o+ k

a+ 3+ 2k
—0.24

—0.68
= 0.35

a1 k1

—1 <k <0 araliginda alan k’lar oy 1 = % yukarida verilen sartlar altinda

0 <y = 0.35 <1 araligina diigen bir Jacobi polinomunun oldugunu gosterir.
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SONUC

Bu caligmada Pearson diferansiyel denkleminin ortogonal polinomlarla il-
igkisi Pearson diferansiyel denkleminin pay kisminin yalniz birakilmasi ile D. i j—z =
N, diger bir ifade ile

Pi(x) = i'D‘% ardigik tiirevleri almarak P,(z) = i.Dn.;@—g, k = 0 duru-

munu saglayan Hermite polinomu icin ,a ve f’nin varligi sebebiyle ortaya ¢ikan

k herhangi bir reel say1 olmak {iizere ; Laguerre ve Jacobi polinomunu saglayan

Po(k,z) = 1.D"k "Dy polinomsal iliski ve bu iligkilerden ortaya cikan rekiirans
Y dx > >

bagintilar elde edilmigtir.Burada P;(z) ile ifade edilen durum ;

Eger D=uz.(1—2), N=(-f—a)r+a,by=0,b =1, by = —1 kosullar
altinda bir Jacobi ortogonal polinomudur.

Eger D=z, N =(—x+«), by =0, by =1, by = 0 kosullar altinda Laguerre
ortogonal polinomudur.

Eger D = 02, N = —x,by # 0,b; = 0,by = 0 kosullar1 altinda bir Hermite

ortogonal polinomudur.

Po(k,z) = PH%k—MDJ&@mﬁ+Dfﬂh@,

R;ghx)::(n+U.Pﬂ+E@§iQDqPth%

! ! 2k - 1 1"
Poiy(k,x) = [N + (k — n)D] P,(k,x) +n.D. [N + ++D P, _1(k,z)

rekiirans bagintilarindan faydanilarak koklerin konumu ile iligki kuruldugu goriiliir.

TIpl dagiisi f(z) = K.z®.(1—x)? fonksiyonu (0,1) arahgmnda tanimh

bir Beta fonksiyonu olarak alindiginda p(x) = 2®.(1 — z)? Jacobi polinomunun

agirlik fonksiyonu olarak ¢iktigi goriiliir. Teorik olasilik yogunluk fonksiyonu olan

p(z) = 2°.(1 — z)? ikinci tiirevinin sifira esitlenmesi ile elde edilen kokler biikiim
noktalaridir.

Pearson diferansiyel denkleminin paydasindaki polinom ikinci dereceden bir

polinomdur.Dolayist ile biikiim noktalarinin sayis: ikiyi asamaz.Bununla birlikte
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eldeki veri setinin histogram ii¢ ve daha fazla biikiim noktasina sahip goriiniiyorsa
bu veri setine olasilik yogunluk fonksiyonunun uyumunda Pearson dagilimlar: kul-
lanmilamaz Pearson yaklagiminin kullanilabilmesi igin paydadaki polinomun dere-
cesinin en az ii¢ olacak sekilde diizenlenmesi ve ¢oziilmesi gerekir. Bu durumda
¢oziimden elde edilebilecek f(x) olasihik yogunluk fonksiyonu hipergeometrik
fonksiyonlarla ozellikle Confluent ve Gauss hipergeometrik fonksiyonlari ile iligki-
lidir. Bu fonksiyonlarin ortogonal polinomlar cinsinden ifade edilebilmesi halinde
i¢ biikkiimlii dagihiglar bu tezde anlatilana benzer bir gekilde elde edilebilir.Bu

ileride bir ¢aligma konusu olarak tavsiye edilir.
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EKLER



EK 1: Bir Carpimim n. Mertebeden Tiirevi I¢in Leibnitz Formiilii

u=u(x) ve v=v(x) olarak y =u.v olsun. Bu ifadenin n. mertebeden tiirevi;

e =1y . '
y(”) = (u,v)(") =u™yv+nuVy +%u(" v +...+uv® ifadesine

Leibnitz formiilii denir (Karadeniz, 1999:78).
i) n. dereceden Laguerre polinomunun agirlik fonksiyonunun Leibnitz

formiiliiniin kullanilmasiyla n. dereceden tlirevi asagida elde edilmistir .

¢, (x)=x"""e™ fonksiyonunda

a+n

u
u =(a+nxe"*

u =(a+n)a+n-1)x"2
.

"=(a@+n)a+n-1)a+n-2)x“"?

X

v=e

v =—e
v =e*
v o =—e*
v = e
v =g

ek s.1



Eksili ve artili ifadeler agilimda gelmesi sebebiyle tiirevin kaginct dereceden

oldugunu goésteren n indisini  bir ¢ift sayr varsayimi ile ele alinmasi ile

¢r$n)(x) — xhgx _(:j(a + n)xmnflefx +(2j(a + n)(a +n —1)Xa+n7287X "

...+(:)(a+ 2ot 4 n—1). e + n— ) e

¢ (x) = x“"e* — Gj(a +n)x“ e 4 [gj(a +n)a+n-1)x*"%e 1.,

+(a+nfa+n-1)..(a+n-n)xe”
" " " n n-2
" (x) = (-1)"x“e ™ X+ (J(O‘ +n)x" +(2j(0€ +n)a+n-1)x"? +.
ot (@ +n)fa+n-1).0x°
elde edilir.
i) n. dereceden daha diisiik dereceli  Laguerre polinomunun agirlik

fonksiyonunun tiirevi Leibnitz formiilii yardimi ile

u — Xa+n

u =(a+nxe*

U" a+n-2
E

=(a+n)a+n-1)x
‘=(a@+n)a+n-1)a+n-2)x*"?
ve devam eden ardisik n-1 tiirev ile

u™ =(a@+n)a+n-1)....(a+n—(n-1)x*D

u™ =(a+nfa+n-1)....(a+1)x

a+l

ve

devam eden ardisik n-/ tiirev ile

ek s.2



\" =—€
V2 =g
vt = e

¢:—1 Xa+n.e—x — Xa+n _e—x + n-1 (a+n)xa+n—1e—x
1

+ [n ;1J(a +n)a +n-1)xe"? (— e‘x)+

ce—e (@ +n)a+n-1).(a+1)x*"

—x"* +(n ;1](05 + X"

¢:—1(Xa+n .e—x ) — Xa+le—x

elde edilir.
iii)
L, ()= (=D)"x “e*¢7 (x)
n -a X£ a+n —X
=(-1)"x“e dx“(x e )
= (-1)"x“e*¢7 (x)
,(x) = X"

a+n

X
=(a+nxet
a+n-2

(o +n)a+n-1)x

=(a+n)a+n-1)a+n-2)x*"?

ve devam eden u fonksiyonun tiirevleri ve

v=e"*
v =—e*
V" -X

=€

ve devam eden v fonksiyonunun tiirevleri

ek s.3



g0 =xe e |

L,(x)= (-D"x“e"¢; (x)

— (_1)n X—an

= (-D)"X" = (1) "(a +n)x"" + (—1)”(2j(a +n)a+n-1)x"? +

.+@¢y(g}a+nxa+n-4ya

iv)

Xa+ne—x _(

+ [2)((1 +n)a+n-1)x*"%e +.

n

L, (x)= (D“lﬂ@#ﬁ()

¢n+1 X)
u= Xa+n+l
u

u

= (e +n+1)xe

=(a+n+1)a+n)x*"?

a+n-1,-X

n
1

+ (2}(05 +n)a+n-1)x*" e 4,
}e_x (@ +n)a+n-1).ax"

j(a + n)XaJrn—le—x

...+(nJex(a +n) e +n-1)...ax"

ek s.4



L,..(x)= (—1)x"’e{x‘“”*l(— ex)+(n1r1j(a +n+1).(e+n+1l-n —1)x“]
n+1 n+1 n
=x" - (@+n+1X" +...— (@ +n+1)...ax"

v)

Ly ()= (D" x"e*g1(x)
= (-1xerg (%)

¢n71(x) — Xa+n—1-e—x

= u=x“"

=(a+n-1)xe"?

"=(a+n-1)a+n-2)x*"?

+ M u (n=2) .V”
2!

-1
= —x*" e 4 (n . J(a +n-1x“"2e ™ 4,

y® =uv)® =uv+nuv +on+uv®

e (a+n-1)a+n-2)a+n-3)..ax"
Lo ()= (D" xe"¢3 (x)

n-1
L _Xa+n—1e—x + (a+n_1)xa+n—2e—x +
=) x e 1

cot(@+n-a+n-2).aex"

ek s.5



vi)

—X

¢n+l (X) =xx“"e

uUu=X

u =1

u =0

un+l =0

V:Xa+ne—x

.d

V :d—(XaJrneiX)
X

" d2 a+n o —X

v = dX2 (X € )

Vv

n+1
e 8 e
X

$rit(x) = x " (x“*”e’x)+(n +1) d nn (x“*”ex)+(n +1J0+ ot (x‘””e’x)o.

dx"* dx 2
d m a+n o —X d" a+n A—X
=X (x“"e )+(n+1)m(x e )+0+..40

vii) n. dereceden Jacobi polinomunun ikinci dereceden tiirevinin Leibniz formiili

ile bulunmast :

d? ud?v _dudv d?u
—(W)=——+2——+v-——
dx dx dx dx dx

u=(1-x)"

u =—(e+n)1-x)"""

U =(a+n)a+n-1)1-x)""?

v=(1+x)""

Vi =(g+n)l+x) "

Vi =(g+n)B+n-1)1+x)"?

%(UV) = A=) (B+n)B+n—1) 1+ %) =2 +n)L-x)"H(B+n)l+x )

+ @+ X) (o +n)a +n-1)1-x)"?

+n-1

ek s.6



viii)

1)D.d_y =
dx

D=u

D=u

D =u

D=0

ve Pearson Diferansiyel denkleminin paydasini gosteren D’nin devam eden tiirevleri
sifirdir

dy _
dx

v

ek s.7



d"y
dx"

n+1
d™y _
dxn+l -

n-1

(u,v)™ =D.

ek s.8



dn+1 n ) dn n } dn—l
D(u,v)™ =D. DX D. D D D
)(u.v) - Y {1] i~ y+[2} ax oY

ek s.9



N=u

N =u

N":u =
Nmzu =
D¥y=v
%D"y:v
d2
P
dn+l )
an+1 Dky:V

n n-1
(NDky)(n) =N (;jx” DkyJ{ZJ dx 70"y

d n-1
X)
I:)nJrq—l = (aix+/8i )q 'lgn—l
(aix+ ) =u

glax+4)"7" =u
g.(q _1)'(aix+ﬂi)q72 =u

Lo W (STt IR 2.(aix+lgi):uq—l

¢n—l =V
¢n—l =V
¢n—1 =V
-1 -1
r?—l =V

q-1 -1
Pn(fri)l = (aix+ﬂi)q'd s +(q j-q-(aix+ﬂi)q_l-ai-

dxa* 1

d q72¢n—l

dx4?

ot a0ty Gl X+ )

ek s.10



EK 2: L’Hospital Kurali, Laguerre Polinomu

f(x) ve F(x) fonksiyonlar olmak tizere
limf(x)=0

X—a

lim F(x) =0

X—a

Durumunda  x=a ig¢in f(x).F(x) ifadesi 0.0 Dbelirsiz seklindedir.

lim[f (x).F(x)] limitini hesaplamak igin f (x).F(x) =ﬂ:@ oldugu goz
X—a
F(x)  f(x)
oniinde tutulursa 0.0 belirsizligi
aveya2 belirsiz sekillerinden birine diisiiriilmiis olur.
o0
Daha sonra % belirsiz seklinde;
lim——= () Iim@ ifadesine L hospital kurali uygulanir.
X—a F(X) x—a | (X)
f(a)=0
F(a)=0
f(@=0
F'(a)=0
. f
Ise ayni kural , (X) ‘e uygulanmasi ile
F (x)
FO)_ o F(X)_ (@)
lim ~ = fim 2 = | =

———~ = ———_ elde edilir(Karadeniz, 1999:78)..
X—a F(X) X—a F (X) X—a F (X) F (a)

Laguerre polinomunun n.dereceden agirlik fonksiyonun »’den daha kiigiik

dereceli  tiirevleri igin X=% durumundaki belirsizlik  incelenmesi asagida

incelenmistir.

XO @ ™% — oo@th g=°

=0.0 By durumda

ek s.11



F(X) a+n
f0F) =0
f(x)
3 Xa+n
1
e
1
0

gelmesi sebebiyle L’Hospital uygulanir..
im f'(x) ~ (Xa+n ) - (a n n)x(a+n)—l

X‘”"F() ) e’

_0
0

-l<a+na+n=0
-2<a+n-1

-k-1l<a+n-Kk
Dolayisi ile k L’Hopital alindiginda ;
f'(x) (a+n)a+n-1)...(a+n-k+1xlen-

lim —27 =
O (x) e
(e+nfa+n-1). (@ +n—k+1)
- eX.X_((a+n)_k) )
(@+n)a+n-1) . (o +n—k+1) = sabit
(a +n)= sabit
(@+n=1)enne. (o +n—k+1) = sabit
Iim(oz+n)(oe+n ~1).... (@+n-k+1) . (a+n) lim (@+n-1)..(a+n-k+1)
X300 ex X—((a+n) k) X300 ex K00 X—((a+n)—k)
= 0.0
=0

ek s.12



EK 3: Gama Fonksiyonu

Gama fonksiyonu
r(x)= [t e dt
0

X >0 i¢in yakinsak ise bu ifadeye Gama fonksiyonu denir (Pehlivan ve
Giirdal, 2004:202).
t=X,

ta+n — tX7l

a+n+l=xX
[a+n+1)

EK 4: Hermite Polinomunun Rekiirans Bagintis1

1) f(x) asagidaki su 6zellikleri saglar dyle ki;

(@) f(x) ve f(x)’in tiirevleri X’in tiim gergel degerleri i¢in siireklidir.

(b) f(x) ve f(x)’in tiirevleri X = 1% ve X=—%"da yok olur.
lim x"f"(x)=0
(c)Tim m ve n igin *>** “dir.

(d)
T f(x)dx =0

—0

m;tn'TPn(x)f'“(x)dx:O

m:nIPn(x)fm(x)dx:l
o dir (Hildebrant, 1931:382). Polinom ve

fonksiyonun tiirevlerinin kiimesi biortoganldir, biortogonallik sartlarini saglar.

ek s.13



Tpn () f " (x)dx = P, (x) f "1 (x)|”, — T P, (x) f ™ (x)dx

P.(X)=u
P (x)dx = du

TPn(x)f "(x)dx = P, (x).f m‘l(x)‘fw - ]g f ™ (x).P, (x)dx

Bu denklemin sag tarafindaki ilk kisim; (c) kosulu

lim x™.f"(x)=0

X—>to0

sebebiyle yok olur.ikinci kisim ;

- .[Pn'(x) f ™ (x)dx =0;m = n
*—J‘Pn'(x)f M (x)dx =1L m = n
Ve

— [P0 f ™ ()dx=0;m = n

*x j P (x)f™Y(x)dx=Lm=n

— T P.(x) f ™ (x)dx = T P () f ™ (x)dx

0 -1
*Ve ** egitliklerinden ~ dX " elde edilir.

Hermite polinomlar1 baz1 kaynaklarda
H,(x) = (-)"e“d" (e )/ dx”
p()=e™

seklinde ifade edilir.

ek s.14



p(x)=¢ agirlik fonksiyonudur ve
px)=e”

¢ (x) = —2xe™

') = (~2xe™ +(-2x.(-2xe™))
¢ (x) =2 —4x%e™

#"(x) = H, ()(-1)"e ™

cd"le™ i
-1 de—)‘ H, (x)e

H, (e ™ = (-1)"d"(e™ Jrax
I H,, (\)H, (x)e™ dx = 0;m = nigin

THm(X)Hn(X)e_XZdX =(-2)"ntVz;m=n

- ]OH'n(x)go”l(x)dx =0;m#n
- TH;(x)go“(x)dx =(-2)"nV7z;m=n

[H,.000™ (XK = (-2 (-7

(—2):—:\!5[3H;(X)¢n_1(x)dx - 2)“(i N [fpn_l(x)H ra (00X

% ! 1 n-1 _ K n-1 1
_L(W(ﬂ-mm (xx __J;(p (X)((_ 2y n-1r

S S S—
(-2)'nJz" (=2 (n-)Wx

l H;(X):Hn—l(x)

2n

dH , (x)
dx

H ... (X))dx

(H, (0. H, ()

=2nH_,(X)

elde edilir(Hildebrant, 1931:386).

ek s.15



EK 5: Beta Fonksiyonu

Jacobi polinomlarimin agirlik fonksiyonu Beta fonksiyonu ile iliskilidir.

h @ (1L— xV " dx = F(Ot)r(ﬂ)
! a-x)y"d Mo+ f)
= fla. p)

a, >0

Bu fonksiyon (0,1) araliinda incelenen birinci tip Beta fonksiyonudur.

Birinci tip Beta fonksiyonundan ti¢iincii tip beta fonksiyonuna doniisiim;

(Sehirlioglu ve Diindar, 2014:EK 507).
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