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SPIN-S ENINE ISING MODELININ DENGE VE DENGE DISI
DAVRANISLARI

0z

Bu tez ¢alismasinda ilk olarak hem termal hem de kuantum faz gegisleri sergileyen
spin-S enine alan Ising modeli ve S=1/2 6zel halinin iki varyasyonunun denge
manyetik 6zellikleri ortalama alan yaklagimi altinda incelenmistir. Bu amagla spin-S
enine alan Ising modelinin serbest enerjisini veren ifade ortalama alan yaklasimi ve
Bogliubov varyasyonel ilkesini birlestiren bir yontemle tiiretildi. Ayni analiz ile
rastgele boyuna alan etkisi altindaki ve metamanyetik 6zellik sergileyen spin-1/2 enine
alan Ising modellerinin faz egrileri elde edildi. Bir sonraki adimda bu sistemlerin sonlu
sicaklik termodinamik geometrik Ozellikleri termal faz gegislerinin varliginda
detaylica incelendi. Rastgele boyuna dis manyetik alan etkisindeki spin-1/2 enine
Ising modelinin sicaklik ve miknatislanmadan olusan iki boyutlu alt manifold i¢in
termodinamik egriligi Ruppeiner metrigi ile elde edildi ve sicaklik ve dis alan ile
degisimi ¢alisildi. Metamanyetik spin-1/2 enine Ising modellinin metrigi
tamimlanirken ise sekmeli ve toplam miknatislanlardan olusan ikiboyutlu
termodinamik koordinat sisteminden yararlanildi. Her iki sistem i¢in Ricci skalerinin
termal faz gecisleri komsulugundaki sicaklik ve alan davranislart kapsamlica
incelendi. Son olarak rastgele enine alan Ising modelinin termal kritik manyetik
durulmas1 denge istatistik mekanigini dogrusal yanit kurami ile birlestiren bir

yaklasimla ele alindu.

Anahtar Kelimeler: Enine Alan Ising modeli, kuantum kritik nokta, termal faz

gecisleri, rastgele alan, Ruppeiner geometrisi, Ricci skaleri



EQUILIBRIUM AND NON-EQUILIBRIUM PROPERTIES OF SPIN-S
TRANSVERSE ISING MODEL

ABSTRACT

In this thesis, firstly, the magnetic properties of spin-S transverse field I1sing model
which undergoes thermal and quantum phase transitions for finite and zero
temperatures are studied within mean field theory. Mean field free energy of the model
is obtained by making use of the Bogliubov variational principle. In addition, two
variations of the S=1/2 case spin-1/2 transverse field Ising model with random
longitudinal magnetic field and metamagnetic spin-1/2 transverse field Ising model are
investigated with same approach. After studying the equlibrium properties and
obtaining phase diagrams wefocused on the behavior of the thermodynamic curvatures
of these spin systems near the thermal (classical) critical and multicritical points. For
this purpose, the thermo-geometric analysis of the random longitudinal transverse field
Ising model is performed in two fold manifold whose coordinates are the
magnetization and temperature of the system. In the metamagnetic case the Ricci
scalar is obtained for the order parameter space. Finally, the thermal magnetic
relaxation behavior of the transverse field Ising model under the effect of longitudinal
magnetic field is studied with a method which combines statistical mechanics of phase

transitions and linear response theory.

Keywords: Transverse field Ising model, Quantum phase transition, thermal phase

transitions, Ruppeiner geometry, Ricci scalar
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BOLUM BiR
GIRIS

Etkilesim gosteren sistemlerin termodinamik davraniglarinin incelenmesi temel
bilimler ve teknolojinin gelisimi ag¢isindan olduk¢a Onemlidir. Teorik ve deneysel
olarak ¢aligsmalar bir¢ok 6nemli ve etkili modellerin gelistirilmesine neden olmustur.
Bu arastirmalar sonucu ortaya ¢ikan modellerden biri olan spin modelleri katihal
fiziginde merkezi 6nem tasir. Spin sistemlerinden s6z edildiginde ilk olarak akla Ising
modelleri ve farkli varyasyonlar1 gelir: Ising modeli 1920’11 yillarda Lenz’in doktora
ogrencisi olan Ernst Ising tarafindan ferromanyetik sistemleri modellemek igin ortaya
konmustur (Ising, 1925). Model iki durumlu (spin yukar1 ve spin asagi) spin
degiskenine ve tek diizen parametresine (miknatislanma) sahiptir. Yogun madde fizigi
ve istatistik mekanik Ising modellerinin en fazla galisildig1 alanlarin basinda gelir ve
farkl: sistemlerin incelenmesinde oldukca etkilidir. Basitligine karsin Ising modelinin
faz gecisi Ozellikleri sadece iki boyutta ve dis manyetik alan sifir iken kesin olarak
¢oziilebilmistir (Onsager, 1944). Sonlu alanin varliginda ve yiiksek spin igeren
varyasyonlari ise analitik olarak ¢oziilebilmis degildir. Bu nedenle bu modeller bir dizi
yaklagik ¢Oziim yOntemleri ve benzetim (simiilasyon) teknikleri ile incelenmis ve

incelenmeye devam etmektedir (Meijer vd., 1986).

Tiinelleme terimi igeren Enine Alan Ising (EAI) modeli faz gegisi ve kritik olaylar
teorisinde ilgi ¢eken modellerden biridir. Klasik Ising modelinden farkli olarak z
yoniine dik bir enine alan terimi vardir ve bu diizen parametresinin iki boyutlu ve
model Hamiltonyenin kuantum dogasina sahip olmasina neden olur. Tiinelleme olarak
anilan bu alanin varligr iki 6nemli sonuca neden olur: (i) Enine alan Ising modeli
klasik Ising modelinden farkli olarak hem manyetik sistemlerde hem de spin fonon
etkilesimlerinin var oldugu sistemleri incelemede basarilidir. (ii) Model sifir
sicaklikta enine alan teriminden kaynaklanan kuantum dalgalanmalara bagh ikinci
dereceden kuantum gecisi sergiler ve kuantum faz gecisi sergileyen en basit model
olmasi nedeniyle ilgi ¢ekicidir. (iii) Son yillarda deneysel ve kuramsal ¢aligmalara
sikga konu olan 1s1l dalgalanmalarin baskin oldugu klasik karakterde termal faz

gegisleri sergiler (Sachdev, 1999).



1996°da bulunan bir boyutlu nano miknatis {izerine gerceklestirilen alinganlik
caligmalar1 enine alan i¢eren bu sistemin sifir sicaklik yakininda farkl tistele sahip bir
kritiklik sergiledigini ortaya koymustur. Bu kesfin ardindan EAI modeline olan ilgi
bliylik bir artig sergilemistir. Giiniimiizde EAI modeli sadece ferroelektrik veya z
eksenine dik alan igeren manyetik sistemlerde degil kuantum faz ge¢isi ve kuantum
bilgisayarlar1 (qubiti) modellemede kullanilmaktadir. Uzay boyutlar1 d > 2 igin Ising
siras1 sonlu sicaklikta da mevcuttur. Deneysel olarak erisilebilir bir kuantum faz
gegcisine sahip kuantum Ising modeli, ferromanyetik etkilesimlere ve gii¢lii bir Ising
anizotropisine sahip manyetik yalitkanlarda gerceklestirilebilir. iki 6rnek, ii¢ boyutlu
bir Ising sistemi olan (ancak en yakin komsu etkilesimler yerine uzun menzilli dipolar
etkilesimlere sahip olan) LiHoF4 ve yar1 tek boyutlu bir sistem olan CoNb20s 'dir
(Bitko, 1996; Coldea vd., 2010).

Bu tez ¢alismasinda ise ilk olarak spin-S enine alan Ising modeli ve S=1/2 6zel
halinde alan diizensizligi ve metamanyetik karakter tasiyan Hamiltonyenleri ele
alimmustir: Rastgele boyuna alan enine alan Ising modeli ve metamanyetik EAI modeli.
Model Hamiltonyeninin bu varyasyonlar1 i¢in denge manyetik 6zellikleri ortalama
alan yaklasimi altinda incelenmistir. Landau teorisi kullanilarak deneme serbest
enerjisi yazilmis ve Bogoliubov varyasyonel hesabi ile denge serbest enerjisi elde
edilmistir. Denge kosullar1 tanitilarak diizen parametresine (z yoOniindeki
miknatislanma) ve x yoniindeki miknatislanmaya ait hal denklemleri elde edilmistir.
Iteratif sayisal yontemler kullanilarak hal denklemleri ¢dziilmiis ve spin-S EAI
modelinin faz diyagramlari elde edilmistir. Benzer yolla rastgele boyuna alan enine
alan Ising ve metamanyetik EAI modelleri ¢alisildi ve boyuna alan diizensizliginin ve
z1t igaretli bir sonraki yakin komsu etkilesmelerinin varliginin termal ve kuantum faz

gegislerine etkisi incelendi.

Bir sonraki agsamada ise modellerin termodinamik geometrik 6zelliklerine
odaklandik. Termodinamik geometri yontemlerini EAI ve metamanyetik EAI

modellerine uyguladik. Bu amagla Ruppeiner geometrisinden yararlanarak metrikleri



tanimladik. Her iki ¢alismada iki boyutlu manifoldlara ait termodinamik Ricci egriligi
hesaplandi. Buradaki egrilik terimi spin sisteminin karmasikliginin bir 6l¢iisii olup
kritik noktalar yakiinda tekillik sergilemektedir (Ruppeiner, 1995). Ruppeiner
metriginin 6zelligi Ricci skalerinin termodinamik dalgalanmalarinin  sistemin
korelasyon fonksiyonu ile iliskilendirilebilmesidir. Diger yandan faz gecisi ve kritik
olaylar teorisi korelasyon uzunlugunun ikinci dereceden ve stii siirekli gegislerde
raksadigini ortaya koyar ve termodinamik egrilik siirekli gegisler yakininda iraksama
davranigi sergiler. Birinci dereceden kesikli gegisler yakininda ise kesikli atlama
sergiledigini ortaya koymustur. Bunlara ek olarak termodinamik egrilik bazen pozitif

bazen de negatif degerler almistir.

Bu tez ¢aligmasinin kapsaminda son olarak ortalama alan yaklagimi altindaki EAI
modelinin manyetik durulma davranisini ele aldik. Ortalama alan yaklasimi altinda
sistemin serbest enerjisi sadece z yoniindeki spin yoneliminin beklenen degeri olan
miknatislanmaya baglidir. Bu nedenle bu 6zel durumda (diizen parametresinin klasik
bir degisken oldugu 6zel durumda) sistemin dinamigi istatistiksel denge kurami ve
Onsager tersinmez termodinamik kuramini birlestiren bir yontemle incelenebilir.
Yakin zaman 6nce benzeri bir ¢alisma ¢oklu kuyu potansiyelleri iceren kuantum 6rgii
modeli i¢in Erdem ve arkadaslar tarafindan gergeklestirilmistir (Erdem vd., 2023).
Accharya ve arkadaglar1 ise ortalama EAI modelinin dinamigini ayni yaklasimla
Glauber dinamigi kullanarak incelemislerdir (Acharyya vd., 1994). Manyetik durulma
davranisinin kritik 6zelliklerini elde etmek amaciyla bir 6nceki boliimde elde edilen
modelin alt 6rgii miknatislanmalarindan yararlanilmistir. Dis alanin denge degerinden
hafifge saptirildigi durumun analizi ile durulma zamanlar1 elde edilmistir: Bu amagla
Helmotz serbest enerji iiretimi ifadesi yazilarak sistemin kinetik denklemi elde
edilmistir. Kinetik denklemin ¢6ziimii bize durulma zamanina ait ifadeyi vermektedir.
Durulma zamani farkli sicaklik ve alan degerleri i¢in elde edilmis, siirekli gegisler icin
beklenen kritik yavaslama davranisi goriildi. Manyetik durulma dinamik alinganlik

ile karakterizedir.



Dinamik alinganlik ifadesinin elde edilmesi i¢in bu kez sistemin salinimli bir dis
alana cevabi dogrusal yanit kurami ile formiile edilmistir. Dinamik (karmasik)
alinganlik sanal ve gercel kisimlardan olusur: Gergel kisim manyetik dispersiyon,
sanal kisim ise manyetik absorpsiyon katsayisi olarak anilir ve hem sicaklik hem de
dig alanin frekansinin bir fonksiyonudur. Boyuna alan diizensizligi igeren EAI
modeline ait manyetik dispersiyon ve absorpsiyon katsayilarmin yiiksek ve diisiik
frekans sicaklik davranislar elde edilmistir. Elde edilen sonuglar literatiirdeki oncel,

kuramsal ve deneysel verilerle karsilagtirilmistir.



BOLUM iKi

ONCEKI CALISMALAR

Tezin bu bolimiinde EAI modellerinin faz gecis 6zelliklerinin denge ve denge dis1
ve manyetik sistemlerin termodinamik geometrik o6zelliklerini irdeleyen bilimsel
calismalar Gzetlenecektir. Bu amagla ilk olarak saf spin-S ve rastgele boyuna alan
diizensizligi i¢eren ve boyuna alan indiiklemeli faz gecisleri sergileyen metamanyetik
spin-1/2 enine alan Ising modellerine ait denge ve denge dis1 bilimsel ¢aligmalari1 konu

alan bir literatiir 6zeti sunulmas1 amaglandi.

[lk olarak potasyum dihidrojen fosfat (KDP veya KH2POs) kristalleri gibi baz1 ¢ift
kuyulu ferroelektrik sistemlerdeki diizen-diizensizlik faz gecisini teorik olarak
modellemek i¢in kullanilan EAI modelinin ¢alisilmast 1960'larin baslarina kadar
uzanir (de Gennes, 1963; Blinc, 1960). Modelin ortalama alan faz diyagrami ve
korelasyon fonksiyonlar1 basit hidrojen bagh ferroelektrik numuneler i¢in elde edilen
deneysel sonuglarla iyi bir niteliksel uyum sergilemistir (Stinchcombe, 1973). Katsura,
EAI modelini manyetik alan etkisi altindaki anizotropik Heisenberg modelinin 6zel bir
durumu olarak ele aldi1 ve tek boyutlu EAI modelinin temel uyarilmalari ile uyumlu
serbest enerji ve dagilim iliskilerinin tam ¢6ziimiinii sundu (Katsura, 1962). Preuty ise
Jordan-Wigner doniisiimii ile spin sistemini, fermiyonlar cinsinden yeniden formiile
etti ve korelasyonlarin hesaplanmasi igin genellestirdi (Pfeuty, 1970). Fisher
pertiirbatif bir yontemle, yiiksek sicaklik ve diisiik sicaklik seri agilimlariile Bethe
orgiisii ve bir boyutlu zincir i¢gin EAI modelinin enine alinganligin1 hesaplad: (Fisher,
1963; Fisher, 1995). ilerleyen yillarda tek boyutlu enine alan Ising modeli ile kare
orgii tizerindeki iki boyutlu klasik Ising modelinin boliisiim fonksiyonunun limit
durumu oldugu ortaya konuldu (Kogut, 1979). d boyutlu EAI modeli ile (d + 1)
boyutlu klasik Ising modeli ayn1 “evrensellik” sinifindadirlar (Elliot vd., 1970; Hertz,
1976).



Diizensizliklerin spin sistemlerinin manyetik ozellikleri tizerine etkileri uzun
stiredir pek ¢ok bilimsel arastirmaya konu olmaktadir. Renormalizasyon grup
caligmalar1 gostermektedir ki diizensizliklerin varligi halinde ilgili sistemin faz
diyagrami topolojisinde dramatik degisiklikler ortaya g¢ikmaktadir (Gtilpinar ve
Berker, 2009; Aharony ve Binder, 1980). Bu baglamda diizensizlikler i¢eren EAI
modeli pek ¢ok yontemle ele alinmustir. 1982 yilinda yerel donmus rastgele boyuna
alanin etkidigi EAI modeli ortalama alan yaklagimi altinda incelenmistir (Saxena,
1982). Bu ¢alismada alan diizensizligini bimodal bir dagilima gore rastgele dagilmis
bir dis alan iizerinden tanitildi. Saf (herhangi bir diizensizlik icermeyen) EAI modeli
tamamen ikinci dereceden gegislerden olusan bir faz diyagrami sergilerken, alan
diizensizliginin varlig1 halinde sistemin faz diyagrami {i¢ boyutlu bir hal almakta ve
tcli kritik noktalar karsimiza ¢ikmaktadir. Daha sonra Saxena bu kez boyuna dis
alanin li¢ ayr degeri rastgele olarak alabildigi bimodal dagilimin EAI modelinin faz
egrilerine etkisini ele almistir (Saxena, 1983). Yokota ve Sugiyama ise, Gauss ve
bimodal dagilimlara goére Orneklenen rastgele boyuna alanlarin kuantum spin
sistemlerinin manyetik 6zellikleri iizerine etkilerini incelemis ve faz egrilerini yeniden
gecis sergiledigini gostermistir (Yokota ve Sugiyama, 1988). EAI modelini ¢ift
yaklagimi ile inceleyen bir ¢alismada modelin kritik tistelleri elde edilmistir (Yokota,
1988). Uzun erimli kuantum Ising modelini ortalama alan yaklasimi altinda inceleyen
diger bir ¢aligmada kuantum kritik {steller hesapland1 (Dutta ve Bhattacharjee,
2001).Yakin zaman 6nce antiferromanyetik EAI modelinin anizotropik, (Nascimento
vd., 2017), site seyrekligi (site-diluted) (Liang vd., 2008) ve ayn1 anda hem boyuna
hem de enine alanlar igeren varyasyonlar etki alan yontemiyle kapsamlica ele alindi
(Nascimento vd., 2012).

Giglii eksenel olmayan anizotropiye sahip ferromanyetik 6zellikleri ancak S>1/2
kuantum Ising modelleri ile formiilize edilebilirler: Bu amagla spin-S Ising ve Blume
Capel modellerinden yararlanilarak pek ¢ok calisma yapildi. Genel spin degerlerine
sahip EAIl modelinin Green fonksiyon teorisi 1976 yilinda Kamieniarz tarafindan
gerceklestirilmistir (Kamieniarz, 1976). Oitmaa ve Coombsise spin-S enine alan Ising
modelinin manyetik 6zelliklerini yiiksek sicaklik seri agilimi yontemi ile inceleyerek

faz diyagramin elde ederek tiim spin degerleri icin (s=1/2,1,3/2,2...) sifir sicaklikta



faz gecisi gozlemlendigi ortaya koymuslardir (Oitmaa ve Coombs, 1981). Tek site
kiime teorisini kullandiklar1 ¢alismada Kaneyoshi ve ¢alisma arkadaslar1 keyfi spin
EAI modelini ele almislardir (Kaneyoshi vd., 1988). Daha sonra bir grup bilim insani
ayn1 yontemi EAI modelini karma spin-1 spin-2 sistemlerine uygulamistir. (Barreto
vd. 1981; Barreto vd., 1985; Zong vd., 1990; Saber ve Tucker, 1991; Tucker, 1993;
Kaneyoshi vd. 1993). Bal petegi 6rgii tizerindeki enine karma spin-1/2 spin-S Ising
modeli genellestirilmis yildiz-liggen doniisiimii ile incelenmis ve faz diyagramu,
kompanzasyon (telafi) sicakliklari, miknatislanma ve enine alinganlik gibi nicelikler
elde edilmistir (Lackova vd., 2003). Jiang ve arkadaslar1 kristal alan etkisi altindaki
karma spin-1 ve spin-3/2 EAIl modelinin {glii kritik davranisii ve manyetik

ozelliklerini etkin alan kurami ile incelemistir (Jiang vd., 2003).

Kuantum faz gegisleri sadece enine manyetik alan ile degil enine kristal alanin
varlig1 halinde de karsimiza ¢ikabilir. Bu amagla spin degeri S>1/2 olan sistemlerde
model Hamiltonyenine kristal alan terimi eklenir. Boylesi model sistemler ger¢ek
materyalleri modellemede oldukga basarilidir. Nadir toprak gecis metal filmlerinde
(Suran vd., 1986) Co-M ince filmlerinde FeTaN/TaN/FeTaN sandvig¢lerindeki
manyetik olmayan TaN ara tabakasinin kalinlig1 degistirildiginde (de Wit vd., 1987),
Lag¢757,33Mn0;5 ince filmlerinde (Chaluvadi vd., 2018) eksenel olmayan kristal
alanin varlig1 ortaya konmustur (Strecka ve Jascur, 2004). Sonlu sicakliklardaki spin-
S EAI modelinin S=1 hali analitik ve sayisal yontemlerle detaylica calisilmistir:
Standart ortalama alan yaklagimi1 (Sousa ve Branco, 2008; Eddeqgaqi vd., 1999; Hu,
2010), etkin alan teorisi (Zang vd., 2002; Wen ve Lei, 2011), gelistirilmis gift
yaklagimi (Carvalho ve Plascak, 2015), korelasyon igeren etkin alan teorisi (Costabile
vd., 2015) ve etkin bagntili (korele) ortalama alan yaklagimi (Viana vd., 2018). Daha
karmasik bir Hamiltonyene sahip olan ve enine kristal alan etkisi altindaki S=3/2
Blume-Emery-Griffiths modeli etkin alan teorisi ile incelenmistir (Boughara vd.,
2011). Rastgele enine kristal alanin spin-3/2 Blume-Capel modelinin manyetik
ozellikleri tizerine etkisi ortalama alan yaklagimi ile incelenmistir (Kple vd., 2021).
Strecka ve Jascur yaptiklari caligmada enine alan etkisi altindaki spin-S Ising modelini
ortalama alan ve tek spin kiime yaklasimi altinda incelemistir (Strecka ve Jascur,

2015). Rastgele alanlarin varligi halindeki karma spin-1/2 ve spin-1 enine alan Ising



modeli Benayad ve arkadaslari tarafindan ortalama alan, renormalizasyon grup teori
ve ¢ift yaklagimlar1 kullanarak incelemistir (Benayad vd,. 1998). Yang ve Zhong ise
etkin alan kuramu ileenine alan S=1 Ising modelinin baz sitelerin bos oldugu rastgele
site diizensizliginin manyetik 6zelliklere etkisini incelemistir (Yang ve Zhong, 1989).
Diizensiz kristal alan igeren enine alan spin-1 blume capel modelini ortalama alan

yaklagimi altinda incelenmistir (Albayrak, 2013).

Ozetle, modelin denge davramislar istatistik mekanikte gelistirilen bircok teori ve
yaklagim ile incelenmistir. Diger yandan alan diizensizligi igeren EAl modelinin ve
saf metamanyetik EAI modelinin termal faz gecislerinin “Ricci skaleri” veya
“termodinamik egriligi” araciligiyla detayl bir analizi en iyi bilgimiz dahilinde heniiz
yapilmadi. Faz gegislerinin geometrik agidan incelenmesinde énemli bir yeri bulunan
bir matematiksel nicelik olan termodinamik egrilik Euclid-dis1 bir geometri olan
Riemann geometrisi ¢er¢evesinde tiiretilmistir (Ruppeiner 2012; Janke vd, 2003).
Termodinamik geometrik yaklagim kara delikler, tek ve ¢ok bilesenli ideal gazlar,
paramanyetik ideal gaz, ideal paramiknatislar, ideal kuantum gazlari, Takahashi ve van
der Waals gaz1 gibi pek c¢ok sisteme uzun bir siiredir basari ile uygulanmaktadir
(Ruppeiner, 1995). Manyetik sistemler tizerindeki ¢alismalar ise gorece olarak daha
yakin zamanda gergeklestirildi ve baslarda tek boyutlu Ising zincirleri ve ¢ift
yaklagimli ortalama alan spin-1/2 Ising sistemleri ile sinirli kaldi (Ruppeiner 1995;
Janyszek ve Mrugata 1989; Erdem, 2018; Erdem, 2019). Ising modeline gére daha
karmasik bir model olan tek kristal alanin sifir degerini aldigi izotropik Blume-Emery-
Griffiths (BEG) modelinin termodinamik geometrisi Erdem ve Alata tarafindan diizen
parametrelerinin iki boyutlu manifoldlari incelenerek ele alinmistir (Erdem ve Alata,
2020). Bir boyutlu BEG modelini ve Blume-Capel ve Griffiths model limitlerinin
kritik (siido-kritik) ve kritik olmayan parametre rejimleri i¢in hal uzayr Riemann
geometrisi elde edilmistir (Sanwari ve Sahay 2022a). BEG modeli (kristal alanin sonlu
degerler aldig1) Alata ve Erdem tarafindan ortalama alan yaklagiminda incelenerek
Ricci katsayisinin kritik, ti¢lii kritik, kritik son nokta, ikili kritik son nokta yakininda
raksadig1 gosterilmistir. Siireksiz gegislerde ise sonlu atlama davranisi sergiledigini
gostermistir (Alata ve Erdem 2021). Sanwari ve Sahay ortalama alan BEG modelinin

Euclid dis1 geometrisini termodinamik hal uzayinda inceleyerek ti¢ boyutlu parametre



uzayindaki herhangi bir nokta i¢in sadece iki bagimsiz denge dalgalanma yonii
oldugunu gostermislerdir. Bu nedenle ¢alismalarini {i¢ boyutlu uzayin iki farkli hiper
yilizeyinde gerceklestirmislerdir (Sanwari ve Sahay, 2022b). Spin-1 Ising sisteminin
Gaussian egrilikleri paramanyetik ¢éziimlerin minimal yilizeyinin varligi halinde elde
edilmistir (Erdem, 2023). Yerel ii¢ kuyu potansiyeli iceren kuantum 6rgii sisteminin

termodinamik egriligi Ruppeiner metrigi kullanilarak ¢alisilmistir (Erdem, 2020).



BOLUM UC

MODEL, YONTEM VE BULGULAR

Tez ¢alismasinin bu boliimiinde ilk olarak klasik ve kuantum faz gegisi sergileyen
EAI modelinden ve bu rastgele boyuna alan ve metamanyetik karakterin modelin
denge 0zelliklerine etkisini lizerinde duracagiz. Bu maksatla faz gecisi ve kritik olaylar
teorisi ve evrensellige dair kuramsal bilgiler vererek baglamay1 uygun bulduk. Bu
kapsamda faz gecislerinin tanimi ve siniflandirilmasi, ortalama alan yaklagiminin tam
bir formiilasyonu Landau teorisi ve uzaya bagl 06zelliklerin varliginda Landau

Ginzburg teorisinden s6z edilecektir.

Son yillarda faz gegisleri klasik ve kuantum faz gegisleri olarak ikiye ayrilmaktadir.
Bu baglamda model ve yontem bdliimiinde kuantum faz gecisleri ve bu gecisleri
sergileyen deneysel sistem ve modellerden bahsedildi. Ozelde tez ¢alismasina konu
olan ve kuantum faz gegisi sergileyen en basit kuantum spin modeli EAl modeli ve

manyetik 6zellikleri sifir boyuttan baslanarak incelendi.

Daha sonra, rastgele alan diizensizligi igeren EAI modelinin denge o6zellikleri
ortalama alan yaklasimi altinda Bogoliubov varyasyonel hesabi gerceklestirilerek
denge serbest enerjisi hesaplanmistir. Serbest enerjinin diizen parametresine gore
minimize edilmesinden hal denklemleri tiiretilmistir. Bu model igin iki ayri1 analiz
gerceklestirilmistir: Biri yaygin tiirden (miknatislanma) digeri ise yogun tiirden
(sicaklikla orantili) iki parametreli manifold i¢in termodinamik egriligin faz gecisi
noktalar1 yakinindaki davranisi ortalama alan yaklasimi altinda elde edildi. Elde edilen
veriler ile rastgele boyuna alan diizensizligi iceren EAI modelinin geometrik faz
diyagramlan elde edilerek tartigildi. Yukarida anlatilan islem ve analiz basamaklari
metamanyetik EAIl modeli i¢in izlendi. Ortalama alan denge hal denklemleri ve faz
diyagramlar1 elde edildi. Bu modelin Ricci skalerinin manyetik termal diizen
diizensizlik faz gecisleri yakinindaki davranisi diferansiyel goemetride Ruppeiner
metrigi kullanilarak incelendi. Bu amagla metamanyetik EAI modelinin sekmeli ve

toplam miknatislanmalarina karsilik gelen iki diizen parametresi ile tanimli iki boyutlu
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manifoldda ¢alisildi. Birinci, ikinci dereceden ve c¢oklu kritik noktalar i¢in Ricci

skaleri sicaklik ve dis alana bagl olarak elde edildi ve geometrik faz egrileri sunuldu.

3.1 Faz Gegisleri

D1s parametrelerin kiigiik degisikliklerine dayanikli olan (sonsuz kiigiik parametre
degisikliklerine kars1 kararli olan) maddenin denge durumuna faz adi verilir.
Termodinamik potansiyel belli bir fazda analitik bir sekilde degisir ve fazlar, yogunluk
islemcilerinin simetrileriyle karakterize edilebilir. Faz gegisleri bir sistemin denge
Ozelliklerinin nitel olarak degisti§i parametre uzayindaki noktadir. Faz gecisinde
sistem, harici parametrelerin sonsuz kiiciik degisimlerine karsi kararsizdir; bu,
termodinamik potansiyelin sistem parametrelerinin fonksiyonu olarak analitik

olmayan davranisi ile karakterizedir.

Diizenin termal dalgalanmalar tarafindan yok edildigi termal faz gegislerini
belirleyen ayarlama parametresi (tunning parameter) sicakliktir. Bu nedenle, faz gegisi
diizenli bir diisiik sicaklik fazindan diizensiz bir yiiksek sicaklik fazina gerceklesir.
Diizen parametresinin ve serbest enerji ve entropinin geg¢is noktasit yakininda
davranisinin yapisina gore faz gecisleri siireksiz veya siirekli gegisler olmak iizere

ikiye ayrilir.

3.1.1 Klasik Faz Gegisleri ve Evrensellik

Bu boéliimde, faz gecislerini karakterize etmek icin faydali olan birkag terim ve
tanimi Ozetleyecegiz. Burada, bir ferromanyetik maddenin diizen-bozukluk gecisine

uygun olan terminolojiyi kullanacagiz; ancak kavramlar ¢ok daha geneldir.

Diizen parametresi (DP): ¢ gbzlenebilir bir diizen parametresidir:
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<@ >=0- duzensiz faz,
< ¢ ># 0 - duzenli faz.

3.1)

Burada, koseli parantezler <->, uygun bir Gibbs kiimesindeki termodinamik bir
ortalama i¢in ve kuantum sistemler i¢in kuantum-mekanik bir beklenen degeri ifade
etmek i¢in kullanilir. DP ¢ogu durumda ¢'nin uzay ve zamandaki her noktada (ilkesel
olarak) tanimlanabilecegi bir yerel gozlenebilir olarak segilir. Ferromanyetik igin
dogal diizen parametresi miknatislanmadir. Dilizen parametresinin se¢imi tek degildir
ve hatta etkilesimle yonlendirilen metalden yalitkana gecis gibi bazi durumlarda uygun
bir diizen parametresi se¢imi kolay olmayabilir. Diizen parametresinin faz gegisi

noktasindaki davranisina gore kuantum faz gecisleri iki alt gruba ayrilir:

1. Faz gecisinde diizen parametresi siireksiz olarak degisiyorsa kesikli (birinci
dereceden) kuantum faz gegisi.
2. Diizen parametresi faz gecisinde stirekli degisim sergiliyorsa siirekli (ikinci

dereceden ve iistii) kuantum faz gecisi olarak anilir.

Faz gecisi ve kritik olaylar teorisinde korelasyonlar biiyiik 6nem tasir ve siirekli
gegisler yakininda korelasyon fonksiyonlari iraksak degerler alir. Korelasyonlar: Uzay
ve zamana bagli bir diizen parametresi (¢ = @(7, t)), i¢inkorelasyon fonksiyonlar1 <
(7, t)(p(r_’,) t') >*dir. Siirekli gegisler yakininda tekillik sergileyen diger bir nicelik

ise korelasyon uzunlugudur (§). Kararli fazlarda diizen parametresikorelasyon
[P=7']

fonksiyonu < ()@ (') > —< @(7) >< (') > x e ¢ seklinde bir iistel yasay1

takip eder. Kritik nokta yakininda & hizla artar ve kritik noktada & — oo olur. Ozetle
gecis noktasindan uzaktaki iistel azalma yerini kuvvet yasasina birakir. Kuvvet
yasalarinin Olgekten bagimsiz (scale invariant) olup kritik noktaya yakinken,
korelasyon uzunlugu diisiik enerjili fizigi karakterize eden tek uzunluk 6l¢egi haline

gelir.
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Kendiliginden (spontan) simetri kirilmasi: H Hamiltonyeni ile tanimlanan sistem
i¢in § simetri islemi diisinelim. Eger H, § altinda simetrik ise: [ﬁ, 3]_ = 0 olur.
Sistemin yogunluk operatérii 5,5 altinda simetrik degil ise, [ﬁ, 3]_ # 0 olacaktir. Bu

durumda simetri $ kendiliginden kirilir. Gibbs topluluklarinda simetri kirilmasina izin
vermek i¢in ([H,S] =o0iken[e™#7,§] =0 gegerli olmalidir ve diizen

parametresine eslik eden (kiigiik) bir alan dahil etmek gereklidir: H — H - he.

Kendiliginden simetri kirilmasi, h—0 limitinin tekil olmasi anlamina gelir:

limy 0P (h) # p (h=0). (32)

Diger yandan simetri kirilmasi ancak ve ancak termodinamik limitte miimkiindiir: N

— o0, L — o0,d = le — sabit. Bunun nedeni sonlu boyuttaki bir sistemin, sonlu bir

sicaklikta faz gegisi sergileyememesidir. Ciinkii sonlu boyutta bir sistemde e PH jle
verilen Boltzman faktoriiniin, sonlu sayida issii ¢arpimi mevcuttur ve tekillik
sergilemez. Sonu¢ olarak, kendiliginden (spontan) simetri kirtlmasi iki limitin

(limy,,olimy_, o # limy_, e limy,_,¢) sirasinin 6nemli oldugu durumdur.
3.2 Landau Teorisi

Simdi faz ge¢isi ve kritik olaylar ile ilgili bilgi verdigimiz bu bdlime Landau
teorisinin ozeti ile devam edelim. Landau teorisi, yerel bir diizen parametresi ¢
kavramina dayanir ve (T — T,) bu parametrenin faz ge¢isi yakininda kiigiik degerler
aldig1 varsayilir. Deneysel gozlemler kritik noktalara yakin iken bu varsayimin dogru
oldugunu kanitlar. Teorinin amaci, faz gecislerinin yakiindaki termodinamik
ozellikleri tiiretmektir. Basit hesaplamalardaki 6nemli bir engel, termodinamik
potansiyelin ve tiirevlerinin kritik noktada analitik olmamasidir; Taylor serisi ag¢ilimi
yapilamaz. Bu sorun Landau teorisinde, diizen parametresine agik bir bagimlilik iceren

genellestirilmis bir potansiyel kullanilarak ¢6ziiliir.
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3.2.1 Landau Fonksiyoneli

Landau’nun yaklasimi, dis degiskenlere ek olarak diizen parametresine de baglh
olan genellestirilmis termodinamik potansiyel f tanitarak baslar. Ornegin, bir
ferromiknatis diistinelim: denge durumunda, dis manyetik alan H ve sicaklik T
belirleyerek manyetizasyon ¢ = M’yi tanimlar. Landau yaklasimi, denge potansiyelini
f(T, H) 'den (T, H, ¢) seklinde genellestirmeyi hedefler. Sonrasinda, f(T, H, @) 'nin
diizen parametresine gore fonksiyon olarak tekilsizlik oldugu varsayilir. Ayrica,
sistemin denge durumunun Of(T,H, ¢)/0¢p = 0 olarak tamimlanan ¢, tarafindan
belirlendigi postiile edilir. Termodinamik potansiyel, f(T, H) = f(T, H, ¢, (T, H))

olarak ifade edilir.

Genel olarak, f(T, H, ¢) formu bilinmemektedir. Ancak, ¢ nin kii¢iik oldugu kritik
noktalara yakin bir bolgede, analitiklik varsayimina dayanarak f(T, H, ¢) formiilii ¢'nin

Taylor serisinde genisletilebilir:

b
f:fn+f0<%(P2+Z‘P4+%(P6+"'_(Ph>- (3.3)

Burada h = ;, diizen parametresine baglanan (veya "eslenik olan") harici alandir ve
0

fn thmal edilecek kadar kiigtiktiir.

Yukaridaki agilim, tiim simetriye izin veren terimleri igerir: Bir alan olmadiginda,
potansiyel ¢ isaretinden bagimsiz olmalidir @ <> (- ¢) temelindeki Z, (veya Ising)
simetrisini yansitarak, bu tek ¢ kuvvetlerine izin vermez. Temelinde O(N) simetrisi
olan bir vektdr diizen parametresi ~ ¢ i¢in, tiim terimler O(N) doniisiimlerine karsi
degismez olmalidir, bdylece @2 = @. @, (@)?, (¢?)3 vb. izin verilir. (3.3) denklemi,
diizen parametresi icin etkili bir modeli temsil ettiginden, katsayilari a, b, vb.
simetrileri koruyan dis parametrelerin diizgiin fonksiyonlar1 olarak kabul edilebilir

(0zellikle sicaklik simetrisini koruyanlar).
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Dérdiincii dereceye kadar genislemesi igin h = 0 i¢in tartisma: ¢ 'nin bir fonksiyonu

olarak potansiyel fnin minimumlari (aa—(]; = 0) belirlenir ve bunlar su sekilde verilir;

(3.4)

0, a>0 (dizensiz faz)
= +./—a/b, a<o0 (diizenli faz).

Burada diizenli faz i¢in b > 0 gereklidir. ¢ = 0, a < 0 i¢in s—({) = 0 denkleminin bir

¢ozlimiidiir, ancak burada f'nin bir maksimumuna karsilik gelir ve diizensiz bir durum
olarak yorumlanir. a=0, faz ge¢is noktasina (T = T;) karsilik gelir. a sicakligin diizgiin
bir fonksiyonu olmalidir, bu nedenle en diisiik sifir olmayan diizeye genisletebiliriz
a(T) = a(T —T.)/T. = at, burada indirgenmis sicakligi tamimlamak ig¢in at

kullanilmistir.

|T_Tc|
T;

. (3.5)

Diizen parametresi daha sonra su sekilde verilir:

0, T>T,

Q= ’a (3.6)
+ E(_t)' T<T,.

Bu karekok davramsi Landau teorisine ozgiidiir. Iki olasi isaret, varsayilan Z,
simetrisinin kendiliginden olarak kirilmasina karsilik gelir; vektor diizen parametresi
icin buyiikligii \/W tarafindan sabitlenirken yonii keyfi olacaktir. Termodinamik
gozlemlenebilirler, Landau fonksiyonunun ifadesine ¢ degerinin yerlestirilmesi ve

uygun tiirevlerin alinmasiyla elde edilir:

fu(T) r>T,

= 2 T. —T\? 3.7
f fn(T)_fOZ_b( T ) T<Tc: ( )
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so(T) T>T,

| ©a

oF
= —_-— = a2 TC—T (38)
V aT SO(T)—fO%T T<TC,

C T>T,,
IICTIOTNS R } (3.9)
aT C0+f0%i T<TC.
h # 0: fnin ¢'ye gore minimizasyonundan
ato +be3 =5, (3.10)

elde edilir. Esitlik (3.8)’de t > 0 igin bir ¢6ziim varken, t < 0 kiiglik h degerleri i¢in ii¢
¢ozliim (biri f'nin bir maksimumuna karsilik gelir) ve bilylik h degerleri i¢in ise tek bir
¢oziim vardir. ¢ isaretinin birine bagli olarak f'nin iki minimumu vardir.

Ferromanyetikler icin, spinler alana paralel olmay: sectiginden diizen parametresini
@(h) = @gpont + x(T) * h seklinde tanimlamak faydalidir, burada y = Z—(: |hoo diizen

parametre alinganligi V€ @y op; i€ diizen parametresinin manyetik alanim sifir oldugu

durumdaki degerini ifade eder. Denklem (3.6) kullanilarak alinganlig1 veren 6lgekleme

ifadesi elde edilir:

1
- T>T,
xm =1t (3.11)
—_— T<T.
21| <le

Bu nedenle, faz ge¢isi noktasina yaklastikga y artar ve T,.'de raksar. T = T,'de serbest
enerjideki @Zterimi sifira gider, bu da kritik izoterm boyunca diizen parametresinin

alan bagliligini verir.
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@ o I3, (3.12)
3.3 Konuma Bagh Korelasyonlar ve Ginzburg-Landau Teorisi

Simdiye kadar diizen parametresinin konuma homojen olarak bagli oldugunu
varsaydik. Bu varsayim, konuma bagli olarak degisen bir diizen parametre alaninin

tanitilmasiyla genellestirilebilir:

@~ @(F). (3.13)

Burada, 7 siirekli bir uzay koordinatidir. Bdyle bir siireklilik-limiti agiklamast,
yukarida belirtildigi gibi mikroskobik serbestlik derecelerinin uygun bir
genellestirmesini  gerektirir. Bu da, kavramsal olarak, ¢(#)'nin mikroskobik
uzunluklardan ¢ok dahabiiyiik uzunluk o6l¢eklerindeki konuma bagli degisimleri
yakalayan piiriizsiiz birrfonksiyonu olmasi gerektigi anlamina gelir. Bu tiir
degisimlerin bir enerji maliyeti getirmesi beklenir, boylece Landau fonksiyonu

asagidaki gibi genellestirilebilir.

b -
FTH,0®) = fu+ fo (5002 + 5 0" + HT0()?) - p(Oh). (314

Uzaysal ters cevirme simetrisinin varligindan dolay1 serbest enerji fonksiyonu
gradyanlarin tek kuvvetlerinin varhigma izin vermez. Bu nedenle denklem
(3.12)’dekigradyan terimi, ¢'in simetriile uyumlu (¢ (#) - —@(#)) kuvvetlerinde ve
gradyanlarinda bir genislemeyle ortaya ¢ikan en diisiik ek terimdir. f(T, H, ¢ (7)) yerel
bir enerji yogunlugudur ve Ginzburg Landau (serbest) enerjisi olarak anilir. Ginzburg

Landau serbest enerjisi (F) bu yogunluk cinsinden asagidaki gibi ifade edilebilir:
F = fddrf(F). (3.15)
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Ginzburg-Landau teorisi 6zellikle siiperiletkenlik alaninda kullanilmaktadir, burada
karmasik bir skaler alan olan ¢, dis bir manyetik alanin varligindaki siiperiletken
(kondensat) yogusmay1 tanimlar ve bu yogusma vorteks durumlarina yol agarak
heterojen hale gelebilir. DP’nin(¢) uzaysal korelasyonlarin1 Ginzburg-Landau teorisi

ile hesaplayabiliriz. Uzaya baglikorelasyonlar:

G 7)) =< (") > -< o) >< (") >=< p(N (") > —p§. (3.16)

ile verilir. Burada ¢,,¢(7) 'nin uzaysal olarak homojen haline karsilik gelir. Diizenli
fazda, (¢, # Ooldugunda), yansitici uzun menzilli diizen vardir ve G(7,7"), @,

etrafindaki dalgalanmalarin korelasyonlarinin bir 6lgiitiidiir.

lim < oMo >= ¢}, (3.17)
|F=7"|—>00
ve
SF = % f drop(7) (at + 3bgF - z%ﬁfz) ) (3.18)

8¢'nin Fourier agilmi ayristirmasindan sonra korelasyon fonksiyonu, e #%File
beklenen deger olarak hesaplanabilir. Sonug olarak;

kT

G(k) =< 6(p(k)6(p(—k) >= fO(TE(Z)kZ)

(3.19)

Burada A = at + 3bg3. Fourier-doniisiimiiniin gergcek uzaya geri doniisii G(r)'yi

verir. Daha biiyiik 7 = |# — 7'|igin korelasyon fonksiyonunun limiti vardir
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-
e &M 3-d

G xSl ET (3.20)

d-1
T 2

ve biiyiikk mesafelerde eksponansiyel terimin iisteli baskindir. Ginzburg-Landau

teorisine gore korelasyon uzunlugu indirgenmis sicaklik t'ye asagidaki gibi baglidir

( %o

2 T>T,
§(T) = \/g (3.21)
T <T,.

V2alt|

Enin 1raksamasi & o« [t|"Vseklindedir ve v = %’dir. Farkli bir korelasyon uzunlugu,

kritik noktaya yaklastik¢a, artan boyutta yerel olarak diizenli adalarin (manyetik
domain) varligin1 ima eder. Kritik noktaya yakin, diizen parametresinin uzayda

yavasca degistigi gercegi, Ginzburg-Landau teorisindeki gradyan genislemesinin ana

gerekgesidir.

Kritik nokta yakininda korelasyon uzunluguna paralel olarak korelasyon siiresi de
raksar. Kritik yavaslama olarak bilinen bu fenomen kritiklige yaklastikca manyetik

domenlerdeki dalgalanmalar1 cok daha yavas hale getirir.

Korelasyon fonskiyonu i¢in Ginzburg-Landau ifadesini denklem (3.19) kullanarak,
kritik noktadaki korelasyon fonksiyonunun bir kuvvet yasasi ile verildigini

gosterebiliriz

G(r) x r?=%(E = o). (3.22)

Bu noktada bu sonucun yalnizca d > 2 igin gegerli oldugunu belirtelim.
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3.3.1 Dalgalanmalar ve Ginzburg Kriteri

Simdiye kadar Landau teorisini, bir veya daha fazla yerel diizen parametresine
sahip sistemlere uygulanabilen, faz ge¢isini tanimlayan basit bir fenomenolojik teori
olarak tanimladik. Landau teorisi, diizen parametresi alaninin ¢ uzay ve zamanda
dalgalanmasina izin verildigi daha genel bir teorinin (yol integral dilinde formiile
edilmig) eyer noktast ¢Oziimii olarak yorumlanabilir. Eyer noktasi ¢ozimi ¢
sabitlendiginden, dalgalanmalar1 Landau teorisinde ihmal edilir ve bu durum ortalama

alan yaklasimina karsilik gelir.

Landau teorisine dayanan basit bir tanim Kullanarak sicaklik sifira giderken (t —

0 ) dalgalanmalarin ihmal edilmesinin gegerliligini gosterebiliriz:

d—-4
17 - {0 4> (3.23)

Ginzburg kriteri olarak bilinen bu durum, d <4 boyutlarinda kritiklige yaklasildiginda
dalgalanmalarin ka¢inilmaz olarak 6nemli hale geldigini, oysa d > 4 i¢in dnemsiz
olduklarin1 gostermektedir. Bu, Landau teorisinin d > 4 igin, 6zellikle kritik tsteller
icin asimptotik olarak kesin oldugunu ima eder. Landau teorisi tarafindan tahmin
edilen tsteller (genellikle ortalama alan tstelleri olarak adlandirilir) d > 4 igin
kesindir. Buna karsilik, d <4 i¢in kritiklige yakin dalgalanmalar ihmal edilemez ve bu
nedenle Landau teorisi basarisiz olur. d} = 4, iisteli kritik boyut olarak adlandirilir.

Bu durum hakkinda iki a¢iklama vardir:
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Q) Diger pek c¢ok yaklasik teorinin tersine Landau teorisi kendi basarisizligini
tahmin edebilir.

(i) Dalgalanma terimlerinin Oniindeki sayisal on faktor kiigiikse d = 3 igin
ortalama alan istellerinin deneysel olarak gozlemlenebildigi sistemler vardir:
Geleneksel stiperiletkenlerin d = 3'teki siiperiletken gegisinde gecis sicakligi
ve Fermi sicaklig1 arasindaki kiigiik oran nedeniyle dalgalanmalar yalnizca

t < 1071%eya daha fazla ise 6nemli hale gelir.

3.4 Kuantum Faz Gegisleri

Klasik faz gecislerinden ¢cok daha farkli dogaya sahip kuantum faz gecisleri (KFG),
stfir sicaklikta (T = 0), basing, (enine) manyetik alan veya kimyasal bilesim ve uzaya
baglh degis-tokus etkilesmesi gibi termal olmayan kontrol parametrelerinin
degistirilmesiyle meydana gelirler. KFG, yerel enerjinin kontrol parametrelerinden

kaynaklanan analitik olmayan davranisindan ileri gelir.

Sifir  sicaklikta termal dalgalanmalar olmadigindan, KFG "kuantum
dalgalanmalar" tarafindan yonlendirilir. Bu noktada "dalgalanmalar" terimi dikkatli
bir sekilde kullanilmalidir: Sifir sicaklikta, bir kuantum sistemi tek bir faz uyumlu
(¢oklu cisim) dalga fonksiyonu ile tanimlanir. Bir referans durumundan (6rnegin,
diizenli manyetik bir sistemden) sapmalar1 karakterize etmek i¢in en uygun terim

dalgalanmalardir (Vojta, 2015).
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Dlzenli Faz [/ Dlzensiz Faz

>
KKN p

Sekil 3.1 Siirekli bir kuantum faz ge¢isinin yakininda genel faz diyagrami

Deneysel olarak, sifir sicakliga erisilemez. KFG’nin neden ilging oldugunu
anlamak icin, genel "kuantum kritik" faz diyagramini, hem termal olmayan kontrol
parametresi hem de sicaklik olarak islev goren sekliyle diisinmemiz gerekiyor, sekil
3.1 siirekli bir KFG igin, sifir sicaklik ekseni, bir kuantum kritik nokta (KKN)
tarafindan ayrilmis iki kararh faza boliintir. Sonlu-T kismu, kararli fazlardan tiiretilen
iki diisiik sicaklik araligi ve KKN'nin iistiindeki yiiksek sicakliklarda bir "kuantum
kritik" bolge igerir.

Kuantum ve diizensiz fazi1 ayiran kesikli ¢izgiler 6nde gelen kritik tekilliklerin
gbzlemlenebildigi kuantum kritik bolgenin sinirlarini gosterir; bu gegis cizgileri
kgT~|Q — Q.|* tarafindan verilir. Diizen, sonlu sicaklikta da var olabilir. Kesintisiz
cizgi, diizenli ve diizensiz fazlar arasindaki sonlu sicaklik sinirini igaretler. Bu ¢izgiye

yakin kritik davranis klasiktir.
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Sekil 3.1°de sifir sicaklik ekseni, Q.'de bir kuantum kritik noktasiyla ayrilan iki
sabit temel duruma sahiptir. Diisiik sicaklik davranisi, temel durumun tistiindeki temel
uyarimlar dikkate alinarak anlasilabilir. Diizensiz (simetrisi bozuk olmayan) fazda, bu
uyarimlar tipik olarak sonlu bir enerji aralifi A olan iyi tanimlanmis yar1
parcaciklardir. Karsilik gelen diisiik sicaklik rejimi, tistel olarak kii¢iik bir termal
olarak uyarilmis kuasi parcacik yogunlugu ile temel durumun o6zelliklerini
koruyacaktir - bu, kuantum diizensizligi olarak adlandirilan rejimdir. Benzer bir

tartisma, KFG'nin diizenli faz1 i¢in iki komplikasyonla birlikte gecerlidir:

Q) Termal dalgalanmalar, zaten sonsuz sicakliktaki diizeni bozabilir: Bu, d =
1'deki Ising sistemleri ve d = 2'deki Heisenberg sistemleri i¢in gegerlidir ve
termal olarak yol agar. Sekil 3.1'de gosterildigi gibi herhangi bir sonlu
sicaklikta diizensiz faz sergilenir.

(i)  Sonlu T'de diizen var olmaya devam etse bile, siirekli bir simetrinin
kendiliginden kirilmasi durumunda uyarim boslugu olmayacaktir. Bununla

birlikte, termal olarak uyarilmis yar1 pargaciklarin yogunlugu kii¢iik olacaktir.

Bu noktadaki 6nemli husus diizenin sonlu T oldugu yerde, sonlu bir sicaklik gecisi
vardir. Yukaridaki tartismaya gore, sonlu-T gecis ¢izgisine yakin dar bir rejim i¢in

gecerli olan kT > w, ise kritik davranis klasiktir.

Son olarak, 6zellikle yiiksek sicakliklarda, kritiklikten uzaktaki davranis evrensel
olmaktan ¢ikar. Bu, diizen parametresi korelasyon uzunlugu & artik biiytlik
olmadiginda gegerlidir - bu, J'nin temsili bir mikroskobik enerji 6l¢egi oldugu kgT =
J sicakliklari i¢in gegerlidir. Sayisal simiilasyonlar, yalitkan miknatislardaki kuantum
kritik davranisin, Jnin degisim sabiti oldugu J/3 sicakliklarina kadar

gozlemlenebilecegini gostermistir (Kopp, 2005).

Kararli fazlar genellikle geleneksel kuaziparcacik uyarilmalar1 sergiler, uygun
spektral fonksiyonlarda keskin tepe noktalar: araciligiyla tanimlanabilen geleneksel

kuantum sayilarina (ve istatistiklere) sahip nesneler; ornekler, bir Fermi sivisindaki
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parcacik-bosluk uyarilmalar1 veya diizenli bir manyetikte spin dalgalaridir. Bu
durumda, diistik sicaklik termodinamigi, bu kuaziparcacik durumlarinin termal iggalini

tanimlayarak C(T) o T 6rneginde oldugu gibi bir 6zgiil 1s1ya sahip olabilir.

Buna karsilik, kuantum kritik temel durumunun elementer uyarilmalar1 genellikle
kuazi pargaciklar olarak tanimlanamaz, ancak kritik bir siireklilikte uyarilmalar vardir.
KKN’den baslayarak sicakligi arttirdigimizda, bu kritik stireklilik uyarilacak ve
sicakligin fonksiyonu olarak termodinamik gézlemlerin gii¢ yasas: davranisina neden
olacaktir ve bu yasalarin ilkel olmayan iistelleri vardir. Bu gii¢ yasalari, kuantum
kritikligin deneysel olarak erisilebilirisaretleridir; bu, KKN'deki temel durumunun bir

"yeni madde durumu" oldugunu belirtir.

3.4.1 Kuantum Faz Gegisi Sergileyen Deneysel Sistemler ve Faz Egrileri

Manyetik sistemlerdeki klasik faz gecisleri spinlerin es yonelme egilimi ile olusan
manyetik diizeni yok eden termal dalgalanmalarin bir sonucudur. Diger degisle kritik
ve kritik son noktalar diizen ile termal dalgalamalar arasindaki bir rekabetin
sonucudur. Kuantum faz gegislerindeki mekanizma ise tamamen farklidir: Heisenberg
belirsizlik ilkesi sonucu olusan kuantum dalgalanmalarin bir sonucu olarak ortaya
¢ikar. Yakin zaman 6nce gerceklestirilen deneysel ve kuramsal ¢caligsmalar sifir sicaklik
kuantum kritik noktanin pek c¢ok kat1 hal sisteminin davranisini incelemede 151k
tutacagini gostermektedir. Bunlara 6rnek olarak nadir toprak manyetik yalitkanlar,

yuksek sicaklik siiperiletkenleri ve iki boyutlu elektron gazlari verilebilir.
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Sekil 3.2 LiHoF4’e ait enine alan-sicaklik faz diyagram (Bitko, 1996)

Tarihsel olarak kuantum kritiklik sergileyen ilk sistemlerden biri olan LiHoF4 isimli
bir ferromanyetiktir. Bitko ve Rosenbaunnve Aeppli Chicago ve Prinston
Universitelerinde es zamanli gerceklestirdikleri alinganhik 6l¢iimii ¢alismalarinda
LiHoFsiin kuantum kritiklik sergiledigini gozlemlemistir. Sekil 3.2°de bu
ferromanyetigin sicaklik-enine alan faz diyagrami verilmistir. Siirekli siyah ¢izgi ferro
ve para fazlar1 aywran faz gegislerini belirtir. Bu gegisler sicaklik tarafindan
yonlendirilen termal gecislerdir ve standart Ising evrensellik sinifinda yer alirlar. H=0
iken T=Tc’de klasik bir faz gecisi ger¢eklesirken ayni durum T=0, H=Hc iken gecerli
degildir. Bu son noktadaki faz gecisi tamamen farkli bir dogaya sahiptir. Ve kuantum
faz gecisi olarak amlir. Bu malzemenin kuantum faz gecisi sergilediginin
gozlemlenmesi ile ileriki boliimlerde s6z edecegimiz EAI modeli biiyiik popiilerite

kazanmistir (Bitko, 1996).
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Sekil 3.3 Laz.x Srx CuO4’a ait katkilanma-sicaklik faz diyagrami (Hunt vd., 1999)

Daha sonra Hunt ve arkadaslar1 sifir sicaklik kuantum kritik nokta igeren faz
diyagramini niikleer durulma deneyleri ile incelenmisler ve Lazx Srx CuO4’a ait faz
diyagramlarin1 sekil 3.3°deki gibi elde etmislerdir (Hunt vd., 1999). Yapilan
Olciimlerde kiigiik katkilama degerleri (x) i¢in kuasi klasik dalga davranisi, yiiksek
katkilama degeleri i¢in ise kuasi klasik parcacik davranmigi sergiledigi ortaya
konmustur. Faz diyagramindaki kirmizi tarali bolgeler siiperiletken faza karsilik

gelmektedir.
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Sekil 3.4 Mott yalitkan1 metal gecisine ait faz diyagrami(Pustagow vd., 2021)

Son olarak x-(BEDT-TTF)2Cu2(CN)s tek kristalleri igin yalitkanlarina ait kuantum
faz gecisi, kuantum kritik faz gecisi sergileyen faz diyagrami sekil 3.4’de verilmistir
(Pustagow vd., 2021). Bu da Mott yalitkan metal gegisleri igin bir 6rnektir.

3.4.2 Kuantum Faz Gegisi Sergileyen Teorik Modeller

Bu boliimde, kuantum faz gegisleri olarak adlandirilan sifir sicaklikta gerceklesen
faz gegisi sergileyen model sistemlerine deginecegiz. Bu modeller sirasiyla kuantum
Ising modeli, kuantum rotor ve ¢iftlenimli-dimer modelleridir. Bu tez ¢alismasinda
ise kuantum Ising modeli olarak da anilan EAI modeli ¢aligilmistir. Bu nedenle bu alt
boliimiin kalan kisminda biri uzun erimli diizeni destekleyen digeri ise diizeni bozma
egiliminde olan yerel kuantum dalgalanmalarin1 destekleyen iki Hamiltonyen terimi

arasindaki rekabetle karakterize edilen EAIl modeline odaklanacagiz.
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3.4.2.1 Enine Alan Ising Modeli
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Sekil 3.5 Ferroelektrik kristallerde protonun maruz kaldig: ¢ift kuyu potansiyeli

Cift kuyu potansiyeline sahip potasyum dihidrojen fosfat (KDP veya KH2POa)
kristalleri gibi ferroelektrik sistemlerindeki diizenli-diizensiz faz ge¢isini basar ile
aciklayan EAI modeli uzun yillardir ¢alisilmaktadir. Boylesi sistemlerdeki manyetik
diizeni ve ilgili mekanizmalar1 anlayabilmek i¢in ferroelektriklerdeki c¢ift kuyu
yapisina bakmakta yarar vardir: Sekil 3.5°de KPD sistemindeki her bir oksijenden
kaynaklanan ¢ift kuyu potansiyeli hidrojen (proton) i¢in iki olast minimum enerjili hal
olusturur. Proton iki minimadan birinde yer alabilir ve bu haller |T> ve |I> ile
gosterilebilir. Diger yandan yeterince diistik sicakliklarda termal dalgalanmalar yok
olsa dahi bu sistemdeki protonun kuantum dogasindan dolayi diisiik sicakliklarda 1s1l
dalgalanmalar olmasa dahi tiinelleme olayr miimkiindiir. Sekil 3.5’deki Q.S* terimi bu
tiinellemeyi belirtir. Tiinelleme olaymni formiile etmenin spin temsil karsiligini
olusturmak Pauli spin operatorlerinden $*’i kullanmakla miimkiindiir. Bu nedenle bu

model literatiirde stido-spin modeli olarak da gecer:

SE> = [I> ve S*|L> = [1>, (3.24)
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burada |T>, (+1) 6z degerine, |{> ise (-1) 6z degerine sahip baz vekorleridir. Bunlar

IT> = (3) 1> = ((1)) (3.25)

Yukarida belirtilen &zelliklere haiz  sistemleri asagidaki Hamiltonyen ile

betimleyebiliriz:

Hy =~ Z JijSiSi - ﬂz S¢" (3.26)

<ij> i

Bu Hamiltonyen ilk olarak de Gennes tarafindan enine alan Ising modeli olarak
anilmis ve pek ¢ok calisgmaya konu olmustur (de Gennes, 1963). Denklem (3.26)ile
verilen Hamiltonyende () tiinelleme integralini imler ve ilgili pargacigin kiitlesini ve
enerji bariyerinin genislik ve yiiksekligine baglidir. (3.26)’daki ilk terim, degis tokus
etkilesmesinden ileri gelirken ikinci terim modelin S7 & —S7'ye karsilik gelen bir Z,
simetrisine sahip olacagi sekilde, Ising eksenine dik bir yonde harici bir manyetik
alana karsilik gelir. Burada J spinler aras1 degis tokus etkilesim enerjisini temsil eder.
Son olarak boyutsuz Q parametresi sistemin T = 0'daki davranisini kontrol eder. Spin

degiskenleri Pauli spin matrislerine sahiptir:

§* = ((1) é) sV = (? _oi)’ 57 = ((1) _01). (3.27)

Enine alan Ising modeli ortalama alan yaklagimi disinda bir kuantum spin modelidir

ve spinler arasinda asagida verilen komiitasyon iligkileri gegerlidir:

|s¢.5F| = 216, € B,S!. (3.28)
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Simdi enine alanin limit durumlarina bakalim:

Q — 0 limitinde temel durum, mikkemmel hizalanmis durum |[T>= [[;|T
>; veya [{>= [];|{>;0lacaktir. Bu temel durum kendiliginden kirilmis bir Z,
simetrisine sahiptir. Kiiclik sonlu Q degerleri i¢in, bazi spinler terslenmeye baslar
ancak halen Z,simetrisi kiritlmis durumdadir. Bu diizenli durumda, diizen parametresi
< 0|S#]0 >= £N,, tekdiize bir miknatislanmay1 (bdlge basina), bir ferromanyetik
faz1 temsil eder. ) — oo limitinde ise durum farklidir; temel durum |0 >= []; | =>;
halini alir, spinler alan yoniinde kutuplanmistir. Biiyiik sonlu () degerleri i¢in, birlikte
yonelmeyen spin ¢iftleri temel duruma katki verir. Bu diizensiz durum,
Hamiltoniyenin herhangi bir simetrisini bozmaz. Bu nedenle, Q'nin degistirilmesi ile
T = 0°da bir faz geg¢isi gergeklesir. Tersine Q'nin azaltilmasi halinde Q = Q_'de diizen
tekrar olusur. Ozetle Q = Q., T=0 kuantum faz gecisinin koordinatlaridir ve yiiksek
sicakliklarda gerceklesen termal faz gecislerinden farkli 6lgekleeme davranisina
sahiptir, d uzay boyutlarindaki bu kuantum faz geg¢isi, d + 1 boyutlu klasik Ising

modelinin evrensellik sinifindadir.

Uzay boyutlar1 d > 2 oldugunda Ising diizeni sonlu sicaklikta da mevcuttur.
Deneysel olarak erisilebilir bir kuantum faz gegisine sahip kuantum Ising sistemi,
ferromanyetik etkilesimlere ve giiglii bir Ising anizotropisine sahip manyetik
yalitkanlarda gergeklestirilebilir. Kuantum Ising faz gecisleri sergileyen iki gercek
sistem ti¢ boyutlu bir Ising sistemi olan (ancak en yakin komsu etkilesimler yerine
uzun menzilli dipolar etkilesimlere sahip olan) LiHoF4 ve kuazi-tek boyutlu bir sistem
olan CoNb20s (Bitko, 1996; Coldea vd., 2010).
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3.5 Klasik ve Kuantum Dalgalanmalar

Gibbs kanonik toplulugundaki boliisiim fonksiyonu su sekilde verilir:

Z = Tr[e_ﬁﬁ], (3.29)

klasik sistemler icin kinetik ve potansiyel pargalara ayirir:

H=T+V, (3.30)
Z = Tr[e P = Tr[e FTeFV], (3.31)

e PT Gauss integrallerinin bir iiriinii olan kinetik enerji, (T = ¥; p;%/2m), jenerik
olarak bolisiim fonksiyonuna analitik katkida bulunur. Dolayisiyla, Z'deki herhangi
bir analitik olmama, faz gegisine karsilik gelen, yalnizca e ~#" potansiyel teriminden

kaynaklanabilir.

Dinamik kritik iistel olan z disindaki tiim dinamik iisteller boliisiim fonksiyonun
statik kismindan elde edilir. Klasik faz gecislerinden tamamen farkli olarak kuantum
faz gecislerinde dinamik kritik iistel z diger kritik tistellerden bagimsizdir. Belirli bir
"statik" evrensellik sinifi, farkli dinamiklere sahip olabilir. Buna karsilik, kuantum

sistemler i¢in durum farklidir: Genel olarak, [T, 17]_ # 0. Sonug olarak, kinetik ve

potansiyel islemciler, boliisiim fonksiyonunda yer degistirmez (komiit degildirler):

e PH % o=BTohV, (3.32)

Bu nedenle, statik ve dinamik her zaman birlestirilir ve z dinamik isteli, belirli bir

evrensellik sinifinin Gstelleri kiimesinin ayrilmaz bir pargasidir. Kuantum ve klasik
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gecislerin varligi halinde herhangi bir siirekli faz gegisine yakin, korelasyon uzunlugu

ve korelasyon siiresi iraksar:

T, > 0, (3.33)

7.'nin sapmasi, kritiklikte sifira giden diizen parametresi dalgalanmalari igin tipik
enerjiyi temsil eden bir hw, enerji 6lgeginin varligini ima eder. Bu, klasik ve kuantum
faz gegisleri arasinda keskin bir ayrim saglar: Diizen parametresi dalgalanmalari

klasik istatistiksel mekanigi takip ediyorsa, yani gegis klasiktir.

ksT, > hao,. (3.34)

Sonug olarak T,> 0 olan tiim faz geg¢isleri, uzun mesafe dalgalanmalarinin klasik
limitte olmas1 anlaminda (asimptotik olarak) klasiktir. Bunun diizenli durumun altinda
yatan fizik hakkinda bir agiklama sunmadigina dikkat edin: Ornegin, siiperiletkenlik
sergileyen sistemler kuantumlu olsa da, sonlu-T igin siiperiletken bir duruma sahip

faz gecisinin klasik termal bir dogaya sahiptir.

T.=0 i¢in, diizen parametresi dalgalanmalarin1 aciklamak i¢in kuantum
istatistiklerine kagmilmaz olarak ihtiya¢ duyulur, dolayisiyla tiim sifir sicaklik
gecisleri dogas1 geregi kuantumdur. Sicaklik ve termal olmayan bir kontrol
parametresi tarafindan yayilan bir faz diyagraminda, bir kuantum faz gegisi tipik
olarak sonlu sicaklik gegisleri ¢izgisinin bitis noktasidir, genisligi Tc — 0 olarak sifira

giden klasik gecise yakin bir bolgede karsilanmaktadir.

3.6 Sifir Boyutlu Enine Alan Ising Modeli

Ising modelinin en basit durumu h manyetik alani i¢indeki bir tek spindir. Bu

sistem igin Ising modeli hem klasik durum hem de kuantum durum i¢in ¢oziilebilir.

32



Bu bélimde, miknatislanma, manyetik alinganlik ve korelasyon fonksiyonu hem

klasik durum hem de kuantum durum i¢in hesaplanmistir.

3.6.1 Boyuna Alanda Klasik Tek Spin

Boyuna alanda klasik spin modeli h ile baslayarak, Hamiltoniyen basitce su sekilde

yazilabilir:

Hyiasik = —hm, (3.35)

burada m € {-1,1}. Yukar1 ve asag1 durum arasindaki enerji farki, enerji aralig: ile
adlandirilir ve A=2h olarak ifade edilir. Hamiltoniyenden boliisiim fonksiyonu, serbest

enerji ve miknatislanma hesaplanabilir.

7= Z e "M/T = o=h/T 4 oM/T = 2cosh(h/T), (3.36)
m € {-1,1}
h
F =—-TInZ = -TIn [Zcosh (T)]' (3.37)
oF h

- _ — 3.38
M= -5 = tanh (T) (3:38)

oM 1

X=—=—-——————
oh Tcosh? (ﬁ) (3.39)
T

Diisiik sicaklik i¢in, M~1 olacak sekilde, spin ¢ogunlukla h alani boyunca yonlenir.

Sicaklik arttik¢a, enerji araligi daha az 6nemli hale gelir ve spin yukar1 olma olasilig

. . (T- )
ve asag1 olma olasilig1 esitlenir (P_/P, = e~%/T —— 1). Bu nedenle, miknatislanma

(M) azalir ve T>>A limitinde tamamen yok olur. Alinganlikta ise herhangi bir
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stireksizlik yoktur ve bu durum ikinci dereceden bir gegisin olmadigini isaret eder.
Klasik model kuantum dalgalanmalarini yakalamadigindan, zaman-korelasyon
fonksiyonu zamana bagli degildir. Spin, m durumunda 6l¢iildiigiinde sonsuza kadar

orada kalir ve model statiktir (Boesen, 2019).

3.6.2 Manyetik Alan I¢indeki Tek Kuantum Spin

Kuantum durumunda isler biraz daha ilgingtir. Her seyden 6nce, model artik bir

enine h, alanlarina sahip olabilir ve Hamiltoniyeni:

hy hJ.)

A=—hS%—h §X=—(
! + hy

(3.40)

seklinde matris gosteriminde verilir. Buradan 6z durumlara karsilik 6z degerler

hesaplanabilir.

hy

Ey =+ /huz +hvev, == VM| (3.41)
R\ 5 R ER

Sifir boyutlu etkilesmeyen enine alan Ising modeli, sifir sicaklikta bir kuantum faz

gegisi gosteir ve kritik nokta r = 0 dir, z = 0 i¢in alinganlik ise:

x(x,z=0) = gtanh X, (3.42)

seklindedir. Bu noktada e =" nin diisiik sicaklik agilim1 yapip yerine yazarsak

x(x,z=10) = g(l — e+ 0(e™)), (3.43)
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halini alir ve sifir sicaklik limitinde e ~2" — 0 olacagindan alinganlik ifadesi:

x(x,z=0) = g, (3.44)

sekline doniisiir. Sonug olarak x = 0 da kritik bir davranis agik¢a mevcuttur (Boesen,
2019). Kritik noktanin kendisi fiziksel olmasa da, kritik nokta matematiksel mapping
yoluyla bir boyutlu klasik Ising modeline karsilik geldigi igin kritik davranisi

matematiksel olarak gérmek ilging olabilir.
3.7 Riemann Geometrisi ve Ruppeiner Metrigi

Yukarida bahsettigimiz lizere bu tezin amaglarindan biri, diizensiz boyuna alan
etkisi altindaki ve ferromanyetik en yakin ve antiferromanyetik bir sonraki en yakin
etkilesim igeren metamanyetik enine alan Ising modelinin klasik (termal) faz gecisi
yakinindaki termodinamik geometrik 6zelliklerinin Ruppeiner metrigi ile formiilize
edilmesidir. Bu nedenle bu alt bolimde kooperatif sistemlerin termodinamik
geometrisi ve bu geometriye ait Ricci skaleri (termodinamik egrilik) hakkinda temel

bilgi ve metrik tanimi verilecektir.

Diger yandan arastirmamizi en basit yaklagim olan ortalama alan yaklasimi ile
sinirlandirdik. Bu baglamda boélim 3.7’nin ikinci alt bolimi termodinamik

geometrinin ortalama alan yaklasimi altinda incelenmesine ayrilmistir.
3.7.1 Kooperatif Sistemlerin Termodinamik Geometrisi: Tarih¢e ve Formiilasyon

Yiizey, ¢izgi, kat1 6l¢limleri, a¢1 ve aralarindaki iliskilerle ilgilenen matematik dali
“geometri” ile adlandirilir. Geometri alaninda yapilan ilk calismalar M.O. 300’lii
yillara kadar uzanir ve “Euclid Geometrisi” olarak bilinir. Diger geometriler ise

Euclid dis1 geometriler olarak anilir ve ¢ok daha ileriki yillarda M.S. 19. yiizyilda,
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ortaya ¢ikmistir. Riemann geometrisi, Euclid dis1 geometri olup ii¢ boyutlu Euclid
uzayina gomiilmiis ylizey ve egrilerin integral ve differansiyel hesaplamalari lizerine
kurulu diferansiyel bir geometridir. Riemann geometrisi Gauss’un doktora 6grencisi
olan Gerg Friedrich Riemann tarafindan kurulmustur (1826-1866). Riemann, 1855
yilinda verdigi bir derste ilk defa “manifold” kavramini kullanmig ve manifoldlara ait
metrik iligkilerinin nasil olacagini agiklamistir. Riemann son olarak Gauss “yiizey
egriligi” kavramini daha yiliksek boyutlu uzaylara genellestirmistir. Riemann
geometrisinin  kavramlart  Einstein tarafindan Genel Gorelilik teorisinin
olusturulmasinda kullanilmistir. Bu geometri, tiirevlenebilir uzaylardaki egri
ylizeylerin geometrisi ile ilgilenen 6zel bir geometri ¢esididir ve fizik alaninda pek

cok uygulamasi mevcuttur.

Gauss’un iki boyutlu metrik yapisini, n boyutlu uzaya genisleten Riemann, n
boyutlu uzay kavramini tanimlamistir. Bu tanima gore uzayda bulunan herhangi bir
A noktasiin bulundugu koordinatlar (xl, x2, ..., x™) olarak veriliyorsa ve bu noktanin
¢ok yakminda bulunan diger bir B noktasmin koordinatlar1 da (x® + dxt,x? +
dx?,..,x™ + dx™) olacaktir. Uzayda bulunan bu iki nokta arasindaki mesafenin

karesini tanimlayan metrik denklem:

ds? = g;;dx‘dx/, (3.45)

olarak verilir. Burada g;; metrik tensor olarak isimlendirilir ve (x',x?,...,x™)
degiskenlerinin bir fonksiyonudur. Uzayda bulunan bu iki nokta (A ve B) iist iiste
gelmedigi siirece, dx! bilesenleri kuadratik olacagi igin yay uzunlugunun karesi
olarak da bilinir, ds? daima pozitif olacaktir. Bu metrik “Riemann metrigi” olarak
adlandirilir ve bu metrik ile tanimlanan uzaya ise “Riemann uzay1” adi verilir. Euclid
uzayinin n boyutlu hali Riemann uzayinin 6zel bir durumudur. Burada g1 = 1, g5, =

1, ..., gnn = 1 0ldugu zaman ds? = (dx1)? + (dx?)? + --- + (dx™)? seklinde yazilir.
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Riemann geometrisinin temel niceliklerinden biri egrilik skaleridir. Iki veya daha
fazla boyutlu uzaylarin egrilik skaleri {iretilirken genel bir formalizasyondan

yararlanilir. Buna gore, ilk olarak g;; metrik tensor bilesenlerinden yararlanilarak

. 1 . - -
Gy = E.gll(akglj +0;gi — algjk)f (i.J,k1=1,2), (3.46)

seklinde Christoffel sembolleri elde edilir (Ruppeiner vd. 1990). Burada gY
Kontravaryant metrik tensorii g;; kovaryant metrik tensoriiniin tersidir ( Y g = é'ij )

Bir sonraki adimda Christoffel sembollerinden Riemann tensorii bulunur:

Rhy = 0kl — 0TS + T I — T, (kL m=1,2), (3.47)

Bunun ardindan Rj;; Riemann tensorii yardimi ile Ricci tensorii hesaplanir:

Son bir daraltma (kontraksiyon) islemi ile Ricci skaleri elde edilir:

R =GYR;; = Rl (3.49)

Burada Einstein toplam kurali geregi iist ve alt indisler ayni oldugunda ilgili indisler
tizerinden toplam alinmaktadir. R=0 durumu vakum durumundaki bir geometriye
(Euclid) karsilik gelirken, R>0 veya R<0 durumlarinda diiz olmayan bir metrik ve

dolayisiyla egri uzay1 karsimiza gikar.

Riemann geometrisinin termodinamikte basarili bir sekilde uygulanmasi ile
“Termodinamik Geometri” alan1 ortaya ¢ikmistir. Termodinamik geometride uzay
kavrami yerine “faz uzay1” veya “parametre uzayr” kullanilir. Bundan dolay: faz
uzayinin egriligi “termodinamik egrilik” olarak adlandirilir. Bu terim “Ricci skaleri”

olarakta bilinir. (g1, q?) seklinde iki farkli termodinamik degiskenden olusan iki
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boyutlu bir termodinamik faz uzaymnda Ricci skalerini hesaplamak i¢in asagidaki

formiilden de yararlanilir (Erdem, 2020):

R=-

1 la ( g1z 0911 1 6g22>

1194 \g,, f1g1 94 [Ig] 94"

n 0 ( 2 091, _ 1 0914 Y12 agn)l
99°\flgl 99*> \flgl 99*  g,1\/1g] 94 (3.50)
9= det(gij) = 011922 — 912, (3.51)
ve
g11 = —f0,0,¢
12 = g21 = —f0,0,9,
G22 = —P 0,05, (3.52)

seklindedir. Esitlik (3.52)’deki ¢ serbest enerji ve 9, = aiql 9, = a"? B = 1/kpT"dir.

Bu noktada belirtmekte yarar olan bir husus vardir: termodinamik sistemin
ozelliklerine gore q*, q/ parametreleri farkli sekillerde segilebilir. Bazi ¢alismalar iki
parametrenin yogun tiirden degisken oldugu durumu tercih etmislerdir. Ornegin Janke
ve arkadaglar1 rastgele agdaki Ising modeli i¢in faz uzayin1 yogun tiirden
termodinamik degiskenler (S, fh) cinsinden tanimlamistir (Janke vd,. 2003). Oysaki
iki diizen parametreli Spin-1 Ising modeli i¢in faz uzay1 yaygin tiirden degiskenler olan

miknatislanma ve kuadrupolar dipol moment cinsinden formiilize etmislerdir.
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3.7.2 Termodinamik Geometrinin Ortalama Alan Yaklasimi Altnda Incelenmesi

Kisim 3.7.1’de Riemann geometrisi ve termodinamik egrilik ile ilgili temel bilgi
verildi. Yaptigimiz literatiir taramasi anlamli bir termodinamik egrilik (sifirdan farkli)
bulabilmek i¢in manifoldun en az iki boyutlu olmasi gerektigini ortaya koymaktadir.
Bu nedenle faz ge¢isi sergileyen sistemlerin termodinamik geometrisini
inceleyebilmek icin manifold parametrelerinin se¢imi merkezi 6nem tasir. Bu tez
calismasinda iki ayri sistemin faz gegisi Ozelliklerinin termodinamik incelemesi
ortalama alan yaklagimi altinda gergeklestirildi. Metamanyetik EAI modelinde var
olan iki ayr1 diizen parametresi bize manifoldu yaygin tiirden degiskenler diger deyisle
diizen parametresi uzayinda segmemize izin verdi. Ancak ayni durum rastgele EAI
modeli i¢in gecerli degildir. EAI modelinde ikincil bir diizen parametresi (enine
miknatslanma) vardir ancak Gibbs serbest enerjisi bu diizen parametresinin bir
fonksiyonu degildir. Bu nedenle termodinamik egrilik hesabinda manifold (m,, m,)
hal uzayinda tanimlanamaz. Bu bizi asagida ayrintili olarak anlatilan biri yaygin tiirden
biri yogun tiirden degiskenden olusan alternatif bir se¢ime yoOneltmistir. Yapilan
literatiir taramasinda genel egilimin manifoldu iki ve daha ¢ok yogun tiirden degisken
ya da yaygin tiirden degisken (diizen parametresi) cinsinden formiilize etmek oldugu
goriilmiistiir. Diger yandan Janyszek ve arkadaslar1 ortalama alan yaklagimi (OAY)
altindaki model Hamiltonyenin mekanik bir terim icermesi halinde manifoldun
sicaklik ve miknatislanma cinsinden secilebilecegini ortaya konmustur. Bu nedenle

tezde bu tartigmaya yer vermeyi uygun bulduk.

Weiss tarafindan Onerilen fenomenolojik ferromanyetizma teorisi spinlerin
etkilesiminin miknatislanma M ile orantili bir ortalama molekiiler alan araciligiyla
tanimlanabilecegi varsayimina dayanir (Weiss, 1906). Bu varsayimin 6zii, her bir
spinin diger tiim spinler tarafindan iretilen bir ortalama alanla etken bir sekilde
etkilesime girmesidir. Bu kisa erimli etkilesime sahip en yakin komsu etkimlesimli
Ising modelinin tersine etkilesim araligimin ¢ok uzun oldugu ve her spinin diger tim
spinlerle etkinalan iizerinden etkilestigi duruma karsilik gelir. Weiss'in fenomenolojik

teorisinin bu tiir mikroskobik yorumu, Kac'in tek boyutlu bir durumu ele almasi ve
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Kac'in sonucglarini daha yiiksek boyutlara genelleyen Lebowitz ve Penrose sayesinde
ortaya ¢ikti (Lebowitz ve Penrose, 1966). Sisteme ait Hamiltonyen su sekilde

yazilabilir:

N
H = Ecbﬂri —rj|)sisj —HZsi. (3.53)
Lj i=1
Her bir spin, diger tiim spinlerle ayni kuvvetle etkilesime giriyorsa, sunu koyabiliriz:
a
2 (i —nl)sis; = - Nz SiS;j» (3.54)
Lj Lj

a=— f @(|r])dr = 0. (3.55)

Bu durumda Hamiltonyen;

N
a
H=- Nz s;sj—H Z S, (3.56)
i,j i=1

halini alir. H = F; + F, formuna sahiptir ve:

N
a
F1 = —NZ Si'sj ,F2 = —HZ Si. (357)
ij i=1

Bu terimlerin beklenen degerleri su sekilde verilir:

mq =< Fl >= U, m, =< F2 >= _HM, (358)
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Denklem (3.53) ile verilen sisteme ait boliisiim fonksiyonu ise asagidaki gibi yazilir:

Z(B,BH) = e (3.59)

Bununla birlikte, Z'nin agik formuna ihtiyacimiz olmayacagindan metrik tensoriin
bilesenleri i¢in fenomenolojik ¢6ziim formiillerini kullanacagiz. Bu bilesenler,
termodinamik limitte hesaplanan 1s1 kapasiteleri ¢y, ve cy ve manyetik alinganlik y
gibi termodinamik tepki fonksiyonlari araciligiyla ifade edilir. Uzayda bulunan bu iki

nokta arasindaki mesafenin karesini tanimlayan metrik denklem:

= gl]dﬁldﬁ] ”dmid‘mj,

(3.60)
yo o 05 (3.61)
g = amimj' .
burada S entropidir. ds?’diizenlenip tekrar yazilirsa:
ds? = L 0% dadm;0d 107G —(dT)? + 10%G (dM)? 3.62
S T T Tomam; O " T TTaT? T OM? ’ (3.62)

olur. Burada m; =T ve m, = M ve G serbest enerjidir. T ve M koordinatlarindaki
metrik tensor kosegendir. Bilesenleri, asagidaki formiillerle verilen ¢ok basit

termodinamik yorumlara sahiptir:

1 0%G _ -1, -1
Ium = T\ M2 . = XT - (3.63)
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Kosegen metrik tensor i¢in skaler egrilik R:

10%G 0 10%G
T dT? T OM?

1 |9 [10%G d (1 0%G d (109%G
R=-77 a?(fa?) a?(?araM) a?(?a?) (3.64)
1
T

a (10°G\ 0 0%G d (10%*G
OM\T dT?) OT\TAdToM) OM\T oM?

Diger yandan cebirsel islemler yiiriitiildiigiinde:

1({o/(10 d (10
R=—— (_ gMM>+ ( g”>, (3.65)

\/gﬁ\/gaT W\/_gaM

halini alir. Ortalama alan yaklasimi altinda miknatislanmanin sabit oldugu durumlarda
1s1 kapasitesinin sifir oldugunu i¢in (cpy = 0) grr = 0 Ve g = grrgum = 0 degerini
alir. Bu dejenerasyon rastgele iki spin arasindaki siirekli bir etkilesimden kaynaklanir.

Hamiltonyen’i tekrardan yazacak olursak:

N N N
a
H = —N SL-ZS]- —H Si, (366)
i=1 j=1 i=1
burada j # i’dir.
N
a
N Sj = Hpnous (3.67)
j=1
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H’1n yeni formu:

= _(Hmol H)Z Het (3.68)

halini alir. H,,,,; Ve H,; sirastyla tiim spinler tarafindan iiretilen ortalama manyetik alan
ve etkin manyetik alani temsil eder. Nitekim ortalama alan yontemi iki varsayima
dayanmaktadir ve bunlardan ikincisi stokastik bir degiskenin yerini alir. Sonug olarak
iki stokastik bagimsiz degisken dogrusal bagimli hale gelir ve Hamiltonyen Fi+F2
yapisini kaybeder. Dagilim fonksiyonunda SH,,’nin tek bir istatistiksel parametreye
bagli olusu nedeniyle manifold tek boyuta ¢oker ve bodylesi bir sistem igin

termodinamik egrilik tanimlanamaz.

Diger yandan tamamen manyetik terimler i¢eren (H,,,) Hamiltonyenine spin 6rgii
mekanik enerjisine karsilik gelen ek bir H; terimi eklenmesi halinde (H = H; + H,;,)
halini alir. Bu durumda gpr artik sifirdan farkli hale gelir ve parametre uzayinin
Riemann yapisini yeniden insa etmek ve anlamli bir egrilik elde etmek miimkiin olur.

Bu parametre se¢imi i¢in metrik bilesenleri:

grr = c(T)T7?,
gum =T 7 (3.69)

halini alir. Burada c(T) orgiiye ait 1s1 kapasitesidir. g M’ye bagli olmadigindan Ricci
skaleri asagidaki gibi yazilabilir:

1 dgum

R = _Tﬁ<\/__ o ) (3.70)
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R’nin Curie noktasi (T, kritik sicaklik) civarinda davranisina bakalim:

€
Gum =T ' xr™t = T +1?, (3.71)

buradae = (T —T,)/T. olup € —» 0ve gyy — 0oldugu i¢in Riemann matrisinin

o9mMm

determinant1 g = detg;; — 0 olur. Bununla beraber T — T iken —

# 0 oldugu

i¢in Ricci skaleri:

(3.9MM)
p= S \or (3.72)
T2 292 '

halini alir ve agikca goriildiigli gibi kritik sicaklikta Ricci skaleri iraksama tekilligi

sergiler:

T > T, i¢cin R — oo. (3.73)

Diger yandan, klasik Ising ve Kac modelinden farkli olarak EAI modeli
Hamiltonyeni enine alan terimi igerir. Tiinelleme integrali olarak da anilan bu terim
hem manyetik hem de spin-fonon etkilesimlerini modeller ve mekanik orijinlidir. Bu
nedenle rastgele EAI modelinin termodinamik egriligi ¢alisilirken Riemann metrigi

i¢cin denklem (3.63) ile verilen yol izlenecektir.

3.8 Enine Alan Ising Modelinin Ortalama Alan Yaklasimu ile incelenmesi

Kooperatif sistemleri aciklayan pek ¢ok model gibi klasik Ising ve EAI
modellerinin tam ¢6ziimleri istisnai durumlar haricinde miimkiin degildir. Bu nedenle
faz gecisi ve kritik olaylarin incelenmesinde yaklasik yontemler biiyiik 6nem tasir. Bu

boliimde, basitligi nedeniyle genellikle manyetik alanin i¢indeki karmasik 6rgii spin
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sistemlerinin davranisinmi agiklamak i¢in birincil arag olarak kullanilan ortalama alan
yaklagimi (OAY) ve bu tez calismasinda analiz etti§imiz EAI modellerine
uygulamalari1 kapsamli bir sekilde anlatilacaktir. Bu amagla bir sonraki béliimde enine
alan etkisi altindaki spin-S Ising modelinin kritik 6zellikleri OAY ile incelenecektir
(Weiss, 1907).

3.8.1 Enine alan Spin-S Ising modelinin Ortalama Alan Yaklasimu ile Incelenmesi

Bu béliimde enine alan spin-S Ising modelinin Bogoulibov varyasyonel ilkesi
kullanilarak yapisal ortalama analizi gerceklestirilecektir. Enine alan spin-S Ising

modeli asagidaki Hamiltoniyen ile tanimlanabilir:

N
H=-] ) 8257 — QZ ¥ (3.74)

Burada jiinci sitedeki spin-S operatdriiniin iki farkli uzamsal bileseni (S ve S7)
arasinda [SJ-Z,S?‘] = iﬁjy (i* =—-1,A~=1) ile verilen komiitasyon iligkisi vardir.
Hamiltonyen'deki ilk toplamdaki J, en yakin komsu spin ¢iftleri arasindaki Ising
(degis-tokus) etkilesimini agiklarken, ikinci terim € ise enine alandaki manyetik
momentlerin Zeeman enerjisine karsilik gelir. Bunun bir sonucu olarak, Hamiltoniyen
(3.74) tarafindan verilen enine alan Ising modelinin manyetik davranisi, temel olarak

kuantum dalgalanmalarindan etkilenir.

OAY altindaki enine alan spin-S Ising modelinin deneme Hamiltoniyeni y,ve y,

seklinde iki farkli parametre icerecektir:
N N
ﬁo = _szfiz _szg‘ix' (3.75)
i=1 i=1
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Bu parametreler her bir spin {izerinde etkili olan sirasiyla boyuna ve enine yon boyunca
yonelmis etkin alanlara karsilik gelir. Diger yandan deneme Hamiltoniyeni'ni (3.75)

tek spinli Hamiltoniyen Hi ‘nin toplami1 olarak yeniden yazmak miimkiindiir.

N
A, = Z a, (3.76)
i=1
H; = —y,S7 — v SF. 3.77)

Burada bireysel spinler, ortalama alan teorisi ¢ergevesinde birbirinden bagimsiz olarak
ele alinir. Tek spin Hamiltoniyeni H; genel olarak (2S + 1) x (2S + 1) boyutlu matris
ile temsil edilir ve deneme boliisiim fonksiyonunu hesaplamak igin késegenlestirilmesi

gerekir:

N
Zy = Trexp(—pH,) = nTriexp(—ﬁﬁi). (3.78)

Burada, Tr ve Tr; sembolleri, sirasiyla Ising spinlerinin tam setinin ve i 'ninci Ising
spininin serbestlik dereceleri iizerinde iz alma islemini temsil eder. Tek spin
Hamiltonyeni A 'nin en basit sekilde kosegenlestirmesi spin rotasyon déniisiimii ile

gerceklestirilebilir:

S¥ =S¥ cosp + S¥'sing, (3.79)

§7 = —8¥'sing + 37 cos¢. (3.80)

Bu da tek spin Hamiltonyeni H; 'yi asagidaki forma getirir:

a = —fiz'(yzcosqb + Y, sing) + S'ix'(—yzsinqb + y,cosd). (3.81)
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Esitlik (3.81)de tang =y,/y, donils agismin uygun bir seg¢im yardimi ile H;

kosegenlestirilir:

B =-$7\[y2 +v2 (3.82)

S

Z exp (ﬁn«/ Vi + %?)

n=-S

(3.83)

)

N
Zy = HTri exp(—pH;) =
i=1

(3.83)’deki deneme boliisiim fonksiyonu Z,'in elde edilmesi ile Gibbs serbest enerjisi

Go:

S

Go = —kgTInZ, = —NkgTIn [ Z cosh (ﬁn\/yzz + y,?) , (3.84)
n=-§
4Gy 3G, )
ve == 0, P 0 denge kosullarindan tanitilarak, boyuna ve enine

miknatislanmalar (m,,m,) elde edilebilir. Burada m, =<S7 >, ve m, =<

S¥ >,'dir.

106G, __ Y n=—s nsinh(Bnyy2 +y2) (3.85)
Nv:  JvZ+v? 55__scosh(BnyZ +v2) '

m, =

. = _laGo _ Vx he—S nsinh(ﬁnv Y2 + )’xz) (3.86)
TN \yE+yE XS _gcosh(BnyZ +vE) '
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Bu asamada, Denklem (3.74) ile verilen Hamiltonyenle agiklanan model sistemi igin
gercek ve deneme Hamiltoniyenleri arasindaki fark i¢in kanonik topluluk ortalamasi

hesaplanabilir:

Nq
<H —Hy >= _7]m§ - Ny,m, — N(-Q- - Vx)mx- (3'87)

Denklem (3.84) ile verilen G, deneme Gibbs serbest enerjisi kullanilarak varyasyonel

Gibbs serbest enerjisi ® asagidaki gibi ifade edilebilir:

S

N
® = —NkgTIn Z cosh (ﬁn\/yzz + y,?) —Tq]mg — Ny,m,
n=-S
— N(Q =y )m,. (3.88)

Denklem (3.88) ile verilen Varyasyonel Gibbs serbest enerjisinin varyasyon

parametreleri y, ve y,'e gére minimalizasyonundan asagidaki ifadeler elde edilir:

am, am,
ayz =0 & (QImz - Vz) ayz + (Q - yx) ayZ - 0; (389)
0P am, aom,
=0 o (gm, —7, +(Q- = 0. 3.90

Yukaridaki esitlikleri saglayan etkin alan degerleri (varyasyonel parametreler):

Yz = qjmg vey, =, (3.91)
oldugunda saglanir. Varyasyonel Gibbs serbest enerjisinin ortalama alan tahmini artik

ekstremum kosulu (3.91) tarafindan verilen degisken parametrelerin denklem (3.89)

ile degistirilmesiyle elde edilebilir:
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S

G = _NkBT{ Z cosh (,an/yzz + y,?) + %]mﬁ,

n=-S§

boyuna ve enine miknatislanmalar:

qjm, S __snsinh(Bny/(qgJm,)? + O2)
(@my)% + Q2 35__ccosh(Bn/(gJm,)? + 02)’

ve

Q > —_snsinh(Bn/(gfm,)? + 02)
(@/m,)? + 02 55__scosh(Bny/(gJm,)? + Q)

3.8.2 Enine Alan Spin-S Ising Modelinin Temel Seviye Analizi

(3.92)

(3.93)

(3.94)

Burada enine bir manyetik alandaki spin-S Ising modelinin temel durumunu

inceleyecegiz. Denklem (3.93) ve (3.94)’den boyuna ve enine miknatislanmalarinin

Q. = qJS iken carpict bir niteliksel degisime ugradigi kolayca kanitlanabilir. Temel

seviye analizi ger¢eklestirildiginde enine alan spin-1/2 Ising modeline ait sifir sicaklik

hal denklemini:

(2m,))

| /(Zmzj)z + 0|

4

N =
—_—

Benzer sekilde enine alan spin-1 Ising modeline sifir sicaklik hal denklemi ise:

" =[ @m,)) ‘
| /(Zmzj)z +Q°|
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seklinde elde edilir. En genel hali ile enine alan spin-S Ising odeline ait temel seviye

diizen parametresi asagidaki gibi verilir:

(2m,))

/(ZmZ])Z + 02

Enine alan Ising modelinin ferromanyetik ve paramanyetik durumlar1 arasindaki diizen

m, =S5 (3.97)

diizensizlik faz gegisinin kesin dogasini arastirmak da ozellikle ilgi ¢ekici olabilir.

Kritik nokta yakininda m, — 0 oldugundan:

n=—sNSinh(BnQ)  Q (,3 1 )

S__.cosh(Bn) qJ’ " kT,

(3.98)
n=-5 kB TC

elde edilir ve Q. = gJS oldugu goriiliir. Diger yandan spin-S durumu igin Q = 0 iken

gerceklesen klasikfaz gecisi sicakligi asagidaki esitligi saglar:

y kBTC_S(S+1)
Ql—r>r(1) q] - 3 '

(3.99)

Denklem (3.97)’den goriildiigii izere T=0’da diizen diizensizlik faz gegisine yol agan
parametre mikroskobik bir parametre olan enine alandir. Diger yandan sistemin diizen
parametresi olan m, asagidaki dlgekleme bagintisina uyar ve ikincil diizen parametresi

m,, ise T=0"da ger¢eklesen kuantum faz gegisinde tekillik sergilemez.

0\’ s ima<ao
m, = s[1—(—)l,mx: Q. mQ<q (3.100)

50



Q — Q. iken m, — Oolmas1 sifir manyetik alan etkisi altindaki klasik Ising modelinin

stirekli faz gecisi ile biiyiik bir benzerlik sergiler.

a) b)
1.0 h=0 1.0+
T=0 ]
h=0
0.8 0-3i T=0
0.6 -
m 0.6
m X
Zoa] 0.4
0.2 0.2
OO T T T T T T T T T 0.0 T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 0 1 2 3 4
Q Q

Sekil 3.6 Spin-1 EAI modelinin kuantum faz ge¢isi yakininda a) boyuna b) enine miknatislanmalarin Q

ile degisimi

Sekil 3.6 (a) ve (b)’de goriildigi tizere, Q < Q. iken temel durumsifirdan farkli m,
ile karakterize 6zel bir ferromanyetik diizene sahiptir. Burada 6nemli olan husus
kuantum faz gec¢isinde uzun menzilli diizeninin bozan mekanizmanin termal
dalgalanmalar tarafindan degil, kuantum dalgalanmalar tarafindan belirlenmesidir.
Q’nin varhigr nedeniyle kuantum dalgalanmalar tetiklenir ve spin-S Ising modelinde
T=0’da ortaya ¢ikan siirekli diizenli-diizensiz faz gecisi kuantum Kritik nokta olarak
adlandirilir. Diizensiz fazda Q > Q.i¢in m, = 0 iken enine miknatislanma m,=S

degerine satiire olur.

3.8.3 Sonlu Sicaklik Davranist ve Termal Faz Gegisi

EAI modeli sadece sifir sicaklikta kuantum faz gecisi sergiler, yiiksek sikcaliklarda

termal etkiler baskin hale gelir ve gecisler klasik karakterdedir. Gibbs varyasyonel
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ilkesi ile elde ettigimiz hal denklemlerinin niimerik ¢dziimlerini ger¢eklestirerek spin-

S EAI modelinin sonlu sicaklik denge manyetik 6zelliklerini agiklamak miimkiindiir.

a) b)
10l h=0 0.09- h=0
0=03 | 0=0.3
0.8 S=1 S=1
0.06
m 06
z mX
4]
0 0.03
0.2
0.0 ‘ : ‘ 0.00
0 1 2 3 4 0 3 6 9
T T

Sekil 3.7 Spin 1 EAI modelinin faz ge¢isi yakinindaa) boyuna b) enine miknatislanmalarin sicaklikla

degisimi

Bu amagla S=1 hali i¢in boyuna ve enine miknatislanmalarinin sicaklikla
degisimleri Sekil 3.7'da verilmistir. Ik olarak sekil 3.7 (a)’da enine alan teriminin
kritik degerinin altindaki bir degeri i¢in miknatislanmanin sicaklikla degisimi
verilmistir. m; artan sicaklikla azalmakta ve sonlu bir sicaklikta ikinci dereceden faz
gegisi sergilemktedir. Sekil 3.7 (b) ise aymi Q degeri i¢in enine miknatislanmanin
diizenli fazda sabit bir deger aldig1 termal diizensiz fazda ise sicaklikla azalma egilimi

sergiledigi goriilmektedir.

h=0

Sekil 3.8 Spin-1/2 ve Spin-1 i¢in enine alan etkisinin dig manyetik alan etkisinin olmadigi durumda
sicaklikla degisimini gosteren faz diyagrami
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Spin-S enine alan Ising modelinin faz gegisi 6zellikleri (T, Q) faz diyagram ile
aciklanabilir. mx ve m; i¢in temel seviye ve sonlu sicaklik hal denklemleri ¢oziilerek
spin-1 ve spin-1/2 enine alan Ising modellerine ait faz egrileri sekil 3.8’deki gibi elde
edildi. Siyah ile verilen siirekli ¢izgiler kinci dereceden termal faz gecislerini, kirmizi
noktalar ise tiinelleme terimi tarafindan olusturulan kuantum dalgalanmalari ile ortaya
ctkan kuantum kritik noktalardir. Goriildigl iizere spin degeri arttikga kuantum
diizenli fazin sinir1 genislemektedir 0, = Sz. 0 = 0 iken gdzlenen kritik noktalar her
iki model i¢in tamamen klasik ikinci dereceden termal faz gegislerine karsilik gelir. S

degeri arttik¢a sifir enine alan kritik noktanin degeri de artar (Strecka ve Jascur, 2015).

Son olarak, enine bir manyetik alandaki spin-S Ising modelinin, kristal alan terimi
sifir iken birinci dereceden faz gecisleri sergileyemeyecegi goriilmektedir. Diger
yandan sonlu T degerleri i¢in EAI modeli asagidaki 6lgekleme kuralina uyar. Denklem
(3.101)’den goriildgii iizere EAI modeli sonlu sicakliklarda sergiledigi klasik kritik

noktalarda klasik Ising modeli ile ayn1 evrensellik sinifindadir.

1
T\1z .
m, = S [1 - (T_C>] icin T<T, (3.101)
0 icin T=>=T,.

3.8.4 Klasik Modele Esdegerlik: Suzuki- Trotter Formalizmasi

Onceki boliimlerde bahsedildigi iizere d boyutlu EAl modeli ile (d + 1) boyutlu
klasik Ising modeli ayni “evrensellik” sinifindadirlar. Diger yandan bazi EAI
modellerinin klasik Ising modellerine donistiiriilmesi miimkiindiir. Suzuki- Trotter
dontisiimii ile Ky, = (1/2)In[cot(Q/MkgT)], K = JB iken Spin-1/2 EAI modelinin

klasik esdegerinin etkin Hamiltonyeni Hy = — Z?’zl N [% SikSj+1k

KMSj,ij,kH] ile verilir,
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3.9 Bimodal Rastgele Boyuna Alan Etkisi Altindaki Enine Alan Ising Modelinin
Denge Manyetik Ozellikleri

N spin igeren Ve boyuna rastgele dis manyetik alan etkisi altindaki rastgele enine

alan Ising (REAI) modelinin Hamiltonyeni:

1
H=— EZ]ijSiZSjZ _ Z H,S7 — Z QS?. (3.102)
i i

i+j

Burada Sf(a = x,y,z) denklem (3.27)’de verilen spin-1/2Pauli spin opetatérlerine
kargilik gelir. Burada Q tiinelleme etkisini belirten enine alan, (J;; = J]) bipolar degis

tokus etkilesimi, H; ise i. sitedeki spine etki eden dis manyetik alandir.

Bu model pek ¢ok teorik ve deneysel arastirmalara konu olmustur (Belanger ve
Young, 1991). Rastgele alan, ferromanyetik fazdan paramanyetik faza klasik Ising
gecisinin gegis sicakligini (T,) etkili bir sekilde azaltir. Ayrica diizen bozucu bir kritik
alan gorevi goriir, h¢ rastgele alanin kritik degeridir. h, > hS igin, sistem
paramanyetik fazdadir. Diizensizligin bir digeri etkisi belli bir esik degerinin altindaki
boyutasahip sistemler i¢in diizenli faz tamamen yok olur. Bu sistem i¢in daha diigiik

kritik boyutsalligin iki oldugunu gosterir (Bricmont, 1987).

Diger yandan ii¢ boyutlu modelde diisiik sicaklik ve zayif rastgele alan igin uzun
menzilli diizenin varlig1 kesin olarak kanitlanmistir (Bricmont, 1987). Klasik modelin
ortalama alan c¢alismalarindan, rastgele alanin dagilim fonksiyonu sifir alanda
fonskiyonunun minimumu h=0’da iken (6rn. Binary dagilim), rasgele alanin daha
biiyiik degerleri i¢in gegis siireksiz hale gelir. Diger yandan eger dagilim fonksiyonu
h'nin biyiikliigliniin artmasiyla monoton bir sekilde azaliyorsa (Gauss dagiliminda
oldugu gibi), gecis her zaman siireklidir (Schneider, 1977). Bu nedenle Gauss dagilimi
benzeri rastgele dis alanlarin varliginda higbir sonlu boyutlu sistem tgli kritik nokta

sergilemez. Gegis ikinci dereceden ise, Olgekleme argiimanlar, 2 —
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a formununkorelasyon uzunlugu ve 6zgiil 1s1 stellleri igin degistirilmis bir hiper

6l¢ekleme iliskisini onerir (Villian, 1985; Bray, 1985; Fisher, 1992).

Son olarak bu tez ¢aligmasinda rastgele dis alan bimodal dagilimi boyunca (p(h;) =
%[5 (h; — hg) + 6(h; + hy)]) kuralina uyacak sekilde segilir. OAY altindaki REAI

modeli i¢in Gibbs serbest enerjiifadesi asagidaki gibi yazilir:

F_1 )
N—ijm

— il‘I’I, l4COSh (,B[Uzm T h)z * QZ]Z) COSh (ﬁ[(lzm — h)z al QZ]Z> .

2P 2 2 (3.103)

Burada kg Boltzmann sabiti ve T sicaklik, N toplam spin sayisi, z koordinasyon (en

yakin komsu sayis1) sayisidir. Diger yandan 8 = 1/kgT ve m =< S§7 >ortalama spin

OF OF
=0,

my om,

momenti (miknatislanma). Son olarak = 0ile wverilen denge

kosullarindan 6z tutarlilik denklemleri elde edilir (Saxena, 1982):

tanh

( [ Jzm + h Bl(Jzm + h)? + 02 ]
[(Jzm + h)? + QZ]% 2 }'

Jzm — h Ll(Jzm — h)? + Q?]1/2
l+ [[Uzm —h)?+ 92]1/2] tanh( 2 )J (3.104)

BlJzm + h)? + QZ]% )
2

( [ Q+h
-| tanh
[(Jzm + h)? + Q2]2

1

O—h Bl(Jzm — h)? + Q?]'/?
" [[([zm “hE+ 92]1/2] t“"h( 2 )
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Asirt kuantum limitinde (T = 0), termal dalgalanmalar yok olur. Bununla beraber
sistem iki ayr1 kaynaktan ileri gelen dalgalanmalarin etkisindedir: 1) Boyuna alandaki
diizensizlik ii) Tiinelleme integrali. Bu iki dalgalanma uzun menzilli diizeni bozma
eglimindedir. Denklem (3.109)'ten diizenlenmis ortalamali boyuna miknatislanma su

sekilde yazilabilir (Dutta vd., 1996):

(Zm,J + h) + (Zm,J —h)

L= (3.106)
J(Zmzj + h)2 + Q2 \/(ZmZ] —h)2 + Q2
a) b)
0.51 T=0 05
h=0 T=0
0.4 0.4+ h=0
m 0.3 0.3
zZ ) mx
0.2 0.2
0.1+ 0.14
0.0 T } 0.0 : . ‘
0.0 0.5 1.0 1.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Q 0

Sekil 3.9 Rastgele EAI modelinin h=0 i¢in kuantum faz gecisi yakininda a) boyuna ve b) enine

miknatislanmalarin () ile degisimi.

Sekil 3.9 (a)-(b) ve 3.10 (a) ve (b)’de sifir sicakliktaki manyetik diizeni veren
grafikler sunulmustur. Agikca goriilmektedir ki faz gegisi 1s1l dalgalanmalardan degil
enine alanin yarattigi kuantum dalgalanmalarindan kaynaklanmaktadir. Kuantum
kritik nokta (’ya baghdir. Boyuna alanin homojen oldugu durumdan farkli olarak
sonlu h degerlerinde kuantum faz ge¢isi mevcuttur. Beklendigi tizere mx (L ile artmakta

ve diizensiz fazda ise sabit kalmaktadir.
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0.5 h=0.1 0.5
T=0 h=0.1
0.4 0.4 T=0
0.3+ 0.3
mZ mX

0.2 0.2

0.1 0.1

0.0 T T T T 0.0 T T T T T T T T

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 0 1 2 3 4 5
(@) Q

Sekil 3.10 Rastgele boyuna alan etkisi altindaki EAI modelinin h=0.1 i¢in kuantum faz gegisi yakininda

a) boyuna b) enine miknatislanmalarin ) ile degisimi.

a) b)
0.41 h=0 0.31
=1.2
12
0.3
Mz 0.2
0.2 my
0.11
0.1
0.0 : : . ; . ;
0.0 05 1.0 15 00 05 10 15 20
T T

Sekil 3.11 Rastgele EAI modelinin Q=12 i¢in faz gecisi yakiinda a) boyuna ve b) enine
miknatislanmalarin sicaklik ile degisimi.

Sonlu sicakliklarda termal dalgalanmalar kuantum dalgalanmalara baskin hale
gelir. Bu nedenle sonlu sicakliklardaki faz gecisleri Ising evrensellik smifi ile
uyumludur. Oysaki ayn1 durum az once detaylica bahsedilen T=0’daki ve Q=0
kuantum faz gecisleri i¢in gegerli degildir. Bu gecisler Chiral-Ising evrensellik
smifindadir. Sabit enine manyetik alanin 1.2 ve rastgele dis boyuna manyetik alanin
sifir degerini aldiginda boyuna ve enine miknatislanmalarin sicaklik ile degigsimleri
Sekil 3.11’de sunulmustur. h=0 oldugu i¢in sekil 3.11 (a) ve (b)’de spin-1/2 enine alan
Ising modeli ile 6zdestir. Boyuna miknatislanma sifir sicaklikta enine manyetik alan
nedeniyle miknatislanmanin kuantum azalmasina maruz kalirken, bu azaltilmis

baslangi¢ degeri sicaklik artigi {izerine termal dalgalanmalar tarafindan kademeli
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olarak bastirilir, ta ki boyuna miknatislanma kritik sicakliga ulasarak tamamen yok
olana kadar devam eder. Buna karsilik, enine miknatislanma kritik sicaklia

ulasilmadikga sabit kalir ve daha sonra sicaklik arttikga monoton bir diisiis gosterir.

0.08- h=0
] t=0.992
0.061 S=1/2
mZ
0.04 4
0.02
0.00 : ; .
0.0 0.1 0.2 0.3 04
Q

Sekil 3.12 Rastgele boyuna alan etkisi altindaki EAI modelinin T7=0.992 ve h=0 i¢in kuantum faz gegisi
yakininda enine alan ile degisimi.

Sekil 3.12 boyuna miknatislanmanin sonlu sicakliktaki tiinelleme terimi ile

degisimine ayrilmistir.

a)
0.5
h=0.1
0=03
047 S=1/2
0.3
m
20.2—
0.14
00 — 0.0 | | . .
00 02 04 08 08 10 12 00 05 10 15 20

T

Sekil.3.13 Rastgele boyuna alan etkisi altindaki EAI modelinin 1=0.3 i¢in faz gecisi yakininda a)

boyuna b) enine miknatislanmalarin sicaklik ile degigimi.
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Sekil 3.13 (a)’da spin-1/2 rastgele alan enine Ising modelinin diizen parametresi
olan z yoOniindeki miknatislanmanin sicaklik ile degisimi goriilmektedir. Diizen
parametresi olan miknatislanmanin dis manyetik alan etkisi olmasina ragmen Kritik
sicaklik degerinden sonra sifir oldugu goriilmektedir. Sekil 3.13 (b)’de ise ayn1 modele
ait x yoniindeki diizen parametresinin farkli bir enine alan degeri altinda sicaklikla
degisimi gosterilmektedir. Burada z yoniindeki miknatislanma belirli bir kritik degerde
sifir oldugu goriiliirken x yoniindeki miknatislanmanin sifir olmadig1 enine manyetik
alan ve dis manyetkik alan etkisi ile hareket ettigi goriilmektedir. Sekil 3.14°de ise
sabit sicaklik degeri altinda z yoniindeki miknatislanmanin enine alan ile degisimi
gosterilmektedir. Beklendigi gibi z yoniindeki miknatislanma enine alan etkisi ile

diizenli olarak azalmakta ve kritik enine alan degerinden sonra sifir olmaktadir.

0.25- h=0.1
t=0.91
0.20 -
0.15-

0.104

0.054

0.00 T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

Q

Sekil 3.14 Rastgele boyuna alan etkisi altindaki EAI modelinin T7=0.91 ve h=0.1 i¢in kuantum faz ge¢isi

yakininda a) boyuna b) enine miknatislanmalarin () ile degisimi.

Bu noktada sistemin kritik 6zelliklerine deginmek istiyoruz. Disiik sicaklik ve
rastgele alan igin, serbest enerji m, # 0 i¢in minimum olur (simetri kirtlir). Siirekli
gegisler igin, faz gecisi noktasi hal denklemlerinin m, = 0 civarindaki seriagilimi ile

elde edilir.
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my~am, — b(mz)3 - C(mz)s —

(3.107)

b> 0 oldugu siirece, @ = 1 oldugunda ikinci dereceden bir gegis gergeklesir. b< 0

oldugunda ise, ge¢is birinci derecedendir ve a = 1 ve b = 0 noktasi, faz sinirinda

ferromanyetitk fazi (m, # 0), paramanyetik fazdan (m, = 0) aywan ug¢li kritik

noktay1 karakterize eder. Klasik durumda (Q=0), a=28/(1—t?) ve b=

§(2ﬁ1)3[(1 — t2)(1 — 3t?)] ifadeleri bulunur. Burada t = tanhfh. Bimodal rastgele

alan icin ii¢lii kritik nokta, B = 3/4,tanh?(fhy) = 1/3 kosullarmi saglar

b)
1.0+ 1.0+ -
h=0 | =0
0.8 0.84
Tcp
0.6 0.64 -
T [ ]
0.4 0.44 .
0.2 0.2 .
0.0 . r r | 0.0 . . . . .
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
Q h
c)
0.9 0=1.2
0.6 Tcp
T .
0.3 *
00 T T T T
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Sekil 3.15 Rastgele boyuna alan etkisi altindaki EAI modeline ait a) enine alan etkisinin dig manyetik

alan etkisinin olmadig1 durumda sicaklikla degisimini gosteren faz diyagramu b) boyuna alan etkisinin

enine manyetik alan etkisinin olmadigi durumda sicaklikla degisimini gosteren faz diyagrami ¢) boyuna

alan etkisinin enine manyetik alan etkisinin oldugu durumda sicaklikla degisimini gdsteren faz

diyagramu.
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Denklem (3.102) Hamiltonyeni ile verilen modelin faz diyagrami ii¢ boyutludur
(Saxena, 1982). Biz burada amaglarimizla uyumlu olarak faz diyagraminin T, Q ve T,h
iz diisiimlerini elde ettik. Sekil 3.15 (a),(b) ve (c)’de T, Q ve T.,h faz diyagramlari
verildi. Sekil 3.15 (a)’dan gorildiigii tizere h=0 kesitinde tiim T, ) degerleri i¢in faz
gegisleri ikinci derecedendir. Oysaki sekil.3.15 (b)’de enine alanin sifir degerini aldigi
durumda (rastgele Ising modeline 6zdes olarak) diisiik sicakliklarda birinci dereceden
rastgele alanin genliginin biiyiikk oldugu degerler igin ikinci dereceden gegisler

gerceklesmistir. Uclii kritik nokta vardir.

3.10 Rastgele boyuna alan etkisi altindaki Enine Alan Ising modelinin

termodinamik geometrisi

Ortalama alan denge manyetik 6zellikleri Boliim 3.9°da elde edilen EAI modelinin
Gibbs serbest enerjisi denklem (3.103) ikinci diizen parametresi olan m,’in
fonksiyonu degildir. Bu nedenle Ruppeiner metrigi (m,,m,) manifoldunda
tanimlanamaz. Diger yandan denklem (3.102) ile verilen Hamiltonyendeki tiinelleme
terimi (3; QS) spin-fonon etkilesimlerini modeller ve mekanik orijinlidir (Blinc ve
Zeks, 2006). Bolim 3.7.2°de detaylica agiklandig: iizere etkili alanda mekanik bir
terim olmasi halinde Ricci skaleri biri yaygin tiirden biri yogun tiirden iki boyutlu
uzayda incelenebilir. Onemli diger bir husus ise modelin denge 6zelliklerinin ortalama
alan yaklasimi ile incelenmesidir. Enine alan Ising modelleri kuantum spin
modelleridir ancak OAY altinda elde edilen serbest enerji sadece kuantum spin
operatorlerinin beklenen degerlerine baglidir. Denklem (3.103)’de verilen serbest
enerji z dogrultusundaki spin operatoriiniin beklenen degeri olan m,’nin
fonksiyonudur. Bu nedenle metrik hesabi klasik sistemlerdeki gibi ger¢eklestirilebilir
(Janyszek ve Mrugala, 1989; Nakamura, 2022). Ozetle tiinelleme teriminin varlig
modelin termodinamik geometrisini m,, T iki boyutlu manifoldda incelememize izin
verir. Bu durumda termodinamik uzayda bulunan bu iki nokta arasindaki mesafenin

karesini, termodinamik uzunlugu, tanimlayan metrik denklem:
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ds? = g'dm,dT. (3.108)

burada:

2
gl = _%aa gT’ (3.109)
mZ

ds?’yi diizenleyip tekrar yazmak istersek:

1 0% 1aZG(dT)2+1 %G
T T a(m,)?

(dm,)%  (3.110)

Burada G serbest enerjidir. T ve m, koordinatlar1 ile agiklanan metrik tensor
kosegendir (Janyszek ve Mrugala, 1989). Diger yandan, metrik tensoriin denklem

(3.111) ile verilen bilesenleri sirastyla 1s1 kapasitesi ve alingalik ile iliskilidir.

(3.111)

Kisim 3.7.2°de elde edilen denklem (3.64) EAI modeline uygulandiginda (m =

m,) Ricci skaleri:

1{a/1a 9 (10
R=—— (— gMM>+ ( g”) , (3.112)
am,

seklinde verilir.
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Denklem (3.102)’deki serbest enerji kullanilarak metrik terimleri hesaplanmistir.
Ancak elde edilen ifadelerin karmasikligi nedeni ile sembolik sonuglar1 vermektense
ortalama alan yaklagimi denge miknatislanmalarin1 kullanarak elde ettigimiz sayisal
sonuglar grafiklerle sunmayi tercih ettik. Sayisal hesaplamalar ile diizen parametreleri
ve denklem (3.112)’deki Ricci skaleri hesaplandiginda rastgele boyuna alan etkisi
altindaki EAI modelinin termodinamik geometrisine ait termodinamik egriligin faz

gegisleri yakinindaki sicaklik davranisi elde edildi.

Sekil 3.16-3.19°da sabit enine alan icin (Qc>Q=0.3) Ricci skalerinin sicaklikla
degisimi rastgele boyuna alanin (h) farkli degerleri igin verilmistir. ilk olarak sekil
3.16°da boyuna alan diizensizliginin oldugu EAI modeli (h=0.25) igin ele alindi. Bu
sekilden goriildiigii tizere h=0.25 i¢in Ricci skaleri gecis sicakligi yakininda iraksama
davranisi sergilemektedir. Bunun yani sira herhangi bir faz gecisinin sergilenmedigi
diizenli fazdaki sonlu bir sicaklikta yiiksek genlikli bir pik gozlemlenmistir. Sekil
3.17°de bu kez rastgele boyuna alanin genligi arttirilmis ve diizenli fazda gézlemlenen
pikin genliginde gozle goriiliir bir azalma goriilmiistir. Daha sonra sekil 3.18’de
h=0.35 durumu ve sekil 3.19°da h=0.4 i¢in olan rastgele EAI modelinin Ricci
skalerinin sicaklikla degisimi verilmistir. Goriildiigii izere bu anomali rastgele alanin
artan degeri i¢in azalarak yok olma egilimindedir. h’1n tiim degerleri i¢in Ricci skaleri
gecis sicakliginin yakininda kisa bir sicaklik araligi i¢in sifirin altina diismektedir.
Sonra diizensiz fazda tekrar pozitif degerler almaktadir. Bu durum her bir grafikte

kirmizi renkteki egri ile gosterilmistir.

Sekil 3.20°de yukarida detaylica bahsedilen anomalilerin konumlar1 h=0 ve h=0.1
olan rastgele EAI modelinin (T,Q) faz diyagramlarinda isaretlenmistir. Diger yandan
sekil 3.19’da goriildiigi lizere ve negatife diistiigli bolge ¢ok dar bir aralikta yer alir.
Bu nedenle minimumlu faz diyagraminda isaretlenmemistir. Spin-1 modelleri i¢in
gerceklestirilen ortalama alan caligmalarinda Ricci skalerinin T<Tc iken negatif,
diizensiz fazda ise (T>T¢) pozitif degerler aldigini ve T=Tc’de 1raksak oldugunu ortaya
koymustur. Diger yandan yeniden ge¢is sergileyen faz egrisine sahip sistemlerde kritik

nokta dncesinde Ricci skalerinin negatife diismedigi haller rapor edilmistir (Alata vd.,
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2023). Bir sistemin yeniden gegis sergilemesi i¢in o sistemin simetri kiritlmasina neden
olan temel etkilesmeler ve 151l dalgalanmalar arasinda rekabet olmasi gerekir. Bizim
sistemimizde benzeri bir rekabet sicaklik ile tiinelleme terimi arasinda mevcuttur.
Diger yandan gecisler klasik karakterde olsa dahi tiinelleme teriminin varligi kuantum
dalgalanmalara neden olur. Ozetle rastgele EAI modeli sisteminde Curie sicaklig
yakininda Ricci skalerinin pozitif kalmas1 termal ve kuantum dalgalanmalar arasindaki

rekabetten kaynaklanmaktadir.

Sekil 3.21 (a) (b) ve (c)’de ise Ricci skaler izotermlerinin enine alana bagliliklari
verilmistir. Beklendigi iizere sabit sicaklik i¢in alanin kritik degerine erisildiginde
Ricci skaleri raksama davranisi sergilemektedir. Benzer davranig rastgele alanin
h=0.1 degeri icin goriilirken genlikte diismeler boyuna alandaki diizensizlige
baglanabilir. h=0.15 degeri almasi halinde Ricci skaleri beklenmedik bir davranig
sergilemektedir. Negatif degerler almakta ve Q =Q¢ i¢in kasp (sivri ug) davranisi
sergilemektedir. En iyi bilgimiz dahilinde ortalama alan yaklasim ile yapilan higbir
calismada boylesi bir davranig goriillmemistir. Bunun rastgele alandaki diizensizlikle
enine alandan kaynaklanan kuantum dalgalanmalarinin bir sonucu olabilecegi

kanaatindeyiz.

Termodinamik egriligin ikinci dereceden gecisler yakinindaki davraniginin
iraksama sergiledigi onceki calismalarda ortaya konmustur. Ising modeli, izotropik
BEG modeli ve BEG modeli i¢in diizen parametresi uzaymda gerceklestirilen
calismalarda ayn1 davranig goriilmiistiir. Diger yandan Ruppeiner termodinamik
dalgalanma teorisinde Ricci skalerini T — T, iken dalgalanlamalarla iliskili oldugunu
ortaya koymustur: R~&¢ (Ruppeiner, 1995). Diger yandan Erdem antiferromanyetik
Ising modeline iizerine gerceklestirdigi termodinamik geometri incelemesinde Ricci
skalerinin siirekli gegisler yakiminda |T — T,|™2 seklinde 6lgekleme iliskesinee sahip
oldugunu gostermistir. Bu sonuglara uyumlu sekilde EAI modelinin sonlu sicaklik faz

gecisi yakininda Ricci skaleri 1raksak bir davranis sergilemistir.
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4.50x10°4 h=0.25
0=03  ~°o.

3.00x10°
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0.00 JL .AIL
0.60 0.75 T 0.90 1.05

Sekil 3.16 Rastgele boyuna alan etkisi altindaki EAI modeli i¢in h=0.25 iken Ricci skalerinin
sicaklikla degisimi.

1.2x10°

8.0x10" - T

4.0x10" -

0oL N _ JL

0.60 0.75 0.90 1.05

Sekil 3.17 Ricci skalerinin h=0.3 i¢in ve sabit enine alan i¢in sicaklikla degisimi.
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Sekil 3.18 Ricci skalerinin h=0.35 i¢in ve enine alan etkisi altinda sicaklikla degisimi.
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Sekil 3.19 Ricci skalerinin h=0.4 iken ve enine alan etkisi altinda sicaklikla degisimi.
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1 L L 1 10
1.0 h=0.1
h=0
054 0.8
064 0.6
T 044 T 0.4
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Q Q

Sekil 3.20 Rastgele EAI modeline ait a) enine alan etkisinin dis manyetik alan etkisinin olmadigi
durumda sicaklikla degisimini gosteren faz diyagrami b) enine alan etkisinin dig manyetik alan etkisi

altinda sicaklikla degisimini gosteren faz diyagramu.

a) b)
10000 h=0 7500 h=0.1
T=0.992 T=0.992
7500 | s000.
5000 R
R 2500
2500
04 04
027 030 _033 036 022 024 026 028
Q Q
c)
-450 h=0.15
T=0.992
-600
R
-750-
Y 0.1 02 0.3

Sekil 3.21 a) Ricci skalerinin h=0 ve T=0.992 i¢in enine alan ile degisimi b) Ricci skalerinin h=0.1 ve

T=0.992 i¢in enine alan ile degisimi c) Ricci skalerinin h=0.15 ve T=0.992 i¢in enine alan ile degigimi.
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R
190
180

0612 0615 0618 0.621
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Sekil 3.22 a) Boyuna miknatislanmanin h=0.8 ve 2=0.3 iken birinci dereceden faz gecisi. b) Ricci
skalerinin birinci dereceden faz gegisi kritik nokta yakinindaki davranigi ¢) Ricci skalerinin h=0.9 ve

Q=0 birinci dereceden faz gegisi kritik nokta yakimindaki davranis:.

Boyuna dig alandaki diizensizlikten dolay1 rastgele EAlI modelihem siirekli hem de
stireksiz faz gecisleri sergilemektedir. Ortalama alan analizimiz modelin h=0.9 ve
0Q=0.3 degeri i¢in birinci dereceden siireksiz bir faz gecisi ortaya koymustur. Sekil
3.22 (a)’da sistemin birincil diizen parametresi mz’nin sicaklikla degisimi
goriilmektedir. 3.22 (b)’de ise Ricci skalerinin birinci dereceden gegis yakinindaki
sicaklikla degisimi verilmistir. Son olarak sekil 3.22 (¢)‘de bu kez Q=0 6zel hali i¢in
rastgele alan Ising modelinin Ricci skalerinin birinci dereceden ge¢is yakinindaki
davranis1 goriilmektedir. Literatiirdeki diger ortalama alan spin modelleri gibi rastgele
EAI modeli i¢inde Ricci skaleri birinci dereceden gegis yakininda sonlu atlama

sergilemektedir.
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Sekil 3.23 Ricci skalerinin {iglii kritik nokta yakinidaki sicaklikla degisimi.

Sekil 3.23 tiglii kritik faz diyagraminda goriildiigii iizere Tiinelleme teriminin 1.2
degeri i¢in sistem Ui¢lii kritik davranis sergiler. Burada hem tiinelleme teriminden ileri
gelen Q hem de alan diizensizligini temsil eden h parametreleri olduk¢a yiiksek
degerler almaktadir. Bu durum diizensiz fazda farkli bir davranis gozlemlememize
neden olmustur. Diger ele aldigimiz siirekli geg¢is yakinindaki iki tarafli iraksama
davranisindan farkli olarak Ricci skaleri bu tglii kritik noktada diizensiz fazda Ricci
cok kiiciik degerler almaktadir. Bu duruma benzer bir davranis asagida detayli olarak

bahsedilecek XY modelinin termo geometrik incelemesinde de goriilmiistiir.

3.11 Metamanyetik Ising Model

Metamanyetik bir sistemde ayn1 katmandaki spinler arasinda ferromanyetik, komsu
tabakalar arasindaki spinler arasinda ise antiferromanyetik etkilesimler vardir.
Metamiknatis dis alanin sifir degerinde, Ising antiferromiknatisi gibi davranir. En iyi

bilinen Ising metamiknatislari FeCl2 ve FeBrz’dir. Metamanyetik Ising modellerinin
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sicaklik, dis boyuna alandaki faz diyagrami hem teorik hem de deneysel olarakdaha
once incelenmistir (Selke, 1996; Wolf, 2000). Teorik olarak, ortalama alan teorisinde,
metamanyetik Ising modelinin R = z,/, /z,J, oranina bagl olarak (T,h) diizleminde
iki tir faz diyagrami bilinmektedir. Burada zi1 ayni tabakadaki z2 ise komsu
tabaklardan ileri en yakin komsu sayisim1 verir benzer sekilde J2 tabakalar arasi
antiferromanyetik, Ji1 ise ayni tabakadaki spinler arasindaki ferromanyetik etkilisi
belirtmektedir. Her iki durumda da, antiferromanyetik ve paramanyetik fazlar
arasindaki gegis, diislik sicaklikta ve genis boyuna alanlarda birinci dereceden, yiiksek
sicaklikta ise ikinci derecedendir. Kincaid ve Cohen, metamiknatisi¢in basit bir
ortalama alan modeli calismasinda FeBr2 ve diger benzer sistemlerde yeni kritik
davranis tiirlerinin gézlemlenebilecegini ortaya koymustur (Kincaid ve Cohen. 1974).
Pleimling ve Selke, miknatislanma ve sirastyla S= 1/ 2 ve S= 1 durumlar1 i¢in ortalama
alan teorisi ve Monte Carlo simiilasyonlar1 kullanilarak 6zgiil 1s1 anormaliklerini
incelediler (Pleimling ve Selke, 1997). Ozellikle, anomali davranisinin komsu tabaka
i¢i etkilesimlere, spin degerine ve Ising benzeri anizotropiye bagliligini arastirdilar.
Wang ve Kimel, S=1 antiferromanyetik Blume-Capel modelinde, ortalama alan
yaklagiminda ve Monte Carlo simiilasyonlarini kullanarak, daha diisiik mertebeden
diger kritik noktalarla birlikte dordiincii dereceden bir kritik noktanin gecerli

oldugunubasit kiibik orgii i¢in gostermislerdir (Wang ve Kimel, 1991).

Son zamanlarda, Zukovi¢ ve Bobak ve Zukovi¢ ve Idogaki, sirasiyla korelasyonlu
etkin alan teorisi ve Monte Carlo simiilasyonu kullanarak seyreltilmis bir Ising
metamiknatisinin harici bir boyuna alandaki faz diyagramlarimi ve ftglii Kritik
davranmisini incelediler (Zukovic ve ldogaki, 2000; Zukovic ve Bobak, 1997). Moreira
ve arkadaglari, ortalama alan Curie-Weiss yaklasgimi i¢inde sikistirilabilir
metamanyetik Ising modelini incelediler ve basing altindaki {iglii kritik noktanin
davranisi i¢in {i¢ farkli olasiligin ortaya ¢iktigini buldular (Moreira vd.. 2010). Galam
ve arkadagslari, tekdiize ve rastgele alanin varhiginda metamanyetik Ising modelin faz
diyagramini inceledi ve ortalama alan teorisini kullanarak, faz diyagramlarinin nitel
Ozelliklerinin 6nemli dl¢iide rastgele alanlarin dagilimina bagh oldugunu gosterdiler
(Galam vd., 1998). Ovchinnikov ve arkadaslar1 antiferromanyetik Ising zincirini

karma spin enine ve boyuna manyetik alanda klasik yaklasim ve yogunluk matrisi ile
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renormalizasyon grup teorisi yontemini kullanarak incelediler ve taban durumu i¢in
faz diyagramini olusturdular (Ovchinnikov vd,. 2003). Bu incelemeler, gegis

sicakliginin belirli bir enine alanda sifira diistiiglinii gostermektedir.

Hem boyuna hem de enine manyetik alanlarda iki alt 6rgiilii bir metamanyetik Ising

modeline ait Hamiltonyen asagidaki gibi verilir:

H=—h| ) SeSp+ ) Sist |1 ). sisi

<ij> <kl> <ik>

_HZ(ZSHZS,@)_Hx(zisix@sg).

(3.113)

Burada Sf(a = x,z) bir spin degiskeninin bilesenini belirtir ve S/ = F1’dir.
Sistemde, tek diizlemler ve ¢ift diizlemler sirasiyla A alt 6rgiisiinii ve B alt orgiisiinii
olusturur. <i, j> A alt orglisline aittir ve <k,I> A alt orgiisiine aittir, diizlemdeki en
yakin komsu giftleri ve <i,k>, A ve B alt 6rgiileri arasindaki komsu diizlemlerdeki en
yakin komsu ¢iftlerini gosterir. H,ve H,, diizleme dik boyuna ve enine paralel enine
manyetik alami belirtir. Hesaplamada, J; > 0 ve J, < 0'yi varsayiyoruz, bdylece
diizlemlerin her biri ferromanyetik, ancak komsu diizlemlerle antiferromanyetik

etkilesim igerisindedir.

Tek diize ve rastgele alanlarda iki alt 6rgiilii bir Ising metamiknatisi igin, sistemin
gecis sicakligini ve {iclii kritik noktasini belirleyen kosullari elde edebiliriz. 11k olarak,
Bogoliubov'un Gibbs serbest enerjisi igin varyasyon ilkesinden ortalama alan

denklemlerini turetelim.

G(H) < ® = Gy(Hy) +< H — Hy >, (3.114)
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burada G(H), Hamiltonyen tarafindan tanimlanan sistemin serbest enerjisidir, G,(H,),
varyasyonel parametrelere bagli olan bir deneme Hamiltonyeni H,'in serbest
enerjisidir ve < H — H, >,, H, tarafindan tanimlanan topluluk iizerindebir termal

ortalamay1 belirtir. Etkilesimsiz deneme Hamiltoniyeni:

Ho=—(a+H) ) SE—H ) ST =(rs+H) Y SF—H, Y SE (3115)

ieA €A ieB keB

seklindedir. Burada y, ve yp iki degisken parametredir. Rotasyon doniistimiinii

kullanarak

GH) <= —%{ln |2cosh (p/Cra + H)Z + HE)|

+In [ZCOSh (ﬁ\/()’B +H,)? + H’%)]}

N 1 1
+ > [(VA - EzljlmA - 522]2m3> my

1 1
+ (VB - 521]17”3 - EzzfzmA> mB], (3.116)
olarak elde ederiz (Kaneyoshi vd. 1993). Burada # = 1/kgT ve N, sistemin toplam

site sayisidir. Boyuna ve enine alt 6rgii miknatislanmalar1 m,,mg ve m} ve my diizen

parametreleri s0yle tanimlanir:

Ya + Hz
my =< S% >,= tanh (B~ (ya + H,)? + HZ), 3.117
Y JGat H)E + HE )
g + H
Mg =< S7 >o= £t tanh (By(rs + H,)2 + HE),  (3.118)
\/(VB + Hz)z + HJ%
H
mE =< S¥ >o= z tanh (By/(ra + H)2 + HE),  (3.119)

Va4 + Hy)? + HZ
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H
my =< §* >,= z tanh | B+ (yg + H,)? + HZ ). 3.120
B i 0 \/(]/B n HZ)Z n H,% ( \/ B z x) ( )

Simdi, esitsizligin sag tarafim y, ve yg'ye gore minimize ederek, varyasyonel

parametreleri agagidaki gibi yazabiliriz:

Ya = Z1imy + z5/,mg, (3.121)

YB = Z1Jimp + Z5/,my, (3.122)

z, Ve z,, sirastyla diizlemdeki ve komsu diizlemlerdeki en yakin komsularin
koordinasyon sayilaridir. Faz diyagramimin baz1 06zelliklerini analitik olarak
belirlemek i¢in, boyuna toplam miknatislanma, sekmeli miknatislanma ve enine

toplam miknatislanmay1 tanitryoruz

1

m =z (my + mp), (3.123)
1

ms = (my —mg), (3.124)
1

my = E(mjf + mg). (3.125)

Boyutsuz indirgenmis degiskenler ise:

~ 1 __H, 0 M
‘= B(zi1 — 72)2)’ - (201 — 22)2)° - (zuh — 2202)
zJ1+2/;, R+1
)i —-7), R-1 (3.126)
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Burada R = z,/;/z,J,. Miknatislanmalara ait denklemler ise asagidaki gibi elde edilir.

h+ am, + mg . h\/(h+amt+ms)2+ﬂz]
an
1| (h+am; +my)? + Q2 T
m, = — 0
t2 h 4+ am; —mg J(h+ am; —my)? + Q2

+ tanh
J(h+ am; —my)? + Q2 T (3.127)

h + am; + mg . h\/(h+amt+ms)2+ﬂz
an
1| (h+am; + my)? + Q2 T
ms ==
° 2 h + am, —mg h\/(h+amt—ms)2+92

— tan
J(h+am; —my)? + Q2 T ‘ (3.128)

tanh
J(h+ am; + my)? + Q2 T

[ Q J(h+ am; +my)? + Q2
1

m, =

N

N Q tanh\/(h + am, —mg)? + 92‘.
J(h+ am; —my)? + Q2 T (3.129)

Daha sonra, spin basina ortalama alan serbest enerjisi, esitsizligin alt sinir1 (3.116)

ile tanimlanir ve su sekilde yazilabilir:

T{ |[ \/(h+amt+ms)2+92]|
f=- -3 lnl2cosh T J
\
[ \/(h + am, —my)? + Q° ) o 1 (3.130)
+lanCosh 7 }+§m§ +§m§

1
m, =—
‘ 2L/(h+amt+ms)2+ﬂ2 J(h+ am, —mg)? + Q2

h + am; + mg h + am; — mg l
" (3131)
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1 h + am; + mg h +am; —m;
2lJ(h+am;+m)2 + Q%2 J(h+am, —m,)? + Q2 ’ (3.132)

mg

Metamanyetik Isingmodelinin faz gecisini tanimlamak i¢in kullanilan diizen
parametresi mg'dir. mg # 0 igin iki alt 6rgliniin miknatislanmalari farkli olup sistem

metamanyetik fazda bulunur. m; = 0 ise paramanyetik faz s6z konusudur.

a) b)
0.65
0.5 a=-1 a=-1
h=1 h=1
0.4 = T=0
=0 0.60
0.3
m
Mg T
0.2 0.554
0.1
0.0 r : . . ‘ 0.50 . . :
00 0.1 02 03 04 05 0.0 0.2 0.4 0.6
Q Q

Sekil 3.24 Metamanyetik Ising modeline ait a) sekmeli b) toplam miknatislanmanin T=0, h=1, a=-1

i¢in enine alanla degisimi.

1.0 1

0.8+

0.6 1

0.4

0.2

0.0 T T Y T § T Y
0.0 0.3 0.6 0.9 1.2

h

Sekil 3.25 Metamanyetik Ising modeline ait enine alanin sifir sicaklikta boyuna alan ile degisimini

gosteren faz diyagrami
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Sonlu sicaklik ozelliklerine gegmeden Once enine alan metamanyetik Ising
modelinin temel seviyesinin (T=0) manyetik 6zelliklerini tartismak yerinde olacaktir.
Denklem (3.97) ile verilen temel seviye analizi gerceklestirildiginde sifir sicaklik
birincil diizen parametresi ms ve me’ye ait hal denklemleri, denklem (3.131-3.132)
halini alir. Sekil 3.24 (a) ve (b)’de h=1 T=0 iken sekmeli ve toplam miknatislanmalarin
tiinelleme terimi ile degisimleri goriilmektedir. Kuantum karakterindeki bu faz gecisi
ikinci derecedendir. T=0 i¢in -h uzayi taranarak temel seviye (-h) faz diyagrami
elde edildi ve sekil 3.25’de verildi. ilging olan bir nokta temel seviye faz diyagramimin

yeniden gecis 6zelligi sergilemesidir.

a) b
0.6
h=0.675
0.9 0=0.1
o=-0.4
0.4+
0.6 m’[
Mg
0.2
0.3
0.0 : : ' ; 0.0 . : T
0.0 0.2 04 0.6 0.8 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
T T

Sekil 3.26 Metamanyetik Ising modeline ait a) sekmeli b) toplam miknatislanmanin h=0.675, Q=0.1 ve
a=-0.4 i¢in sicaklikla degigimi.

a)
0.8
u=-0.4
h=0.6
0.6 T=0.475
0.4
Mg
0.2
0.0 : . . . . . ‘
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.0 02 0.4 0.6 0.8
Q Q

Sekil 3.27 Metamanyetik Ising modeline ait a) sekmeli b) toplam miknatislanmanin h=0.6, T=0.475 ve

a=-0.4 icin enine alan ile degisimi.
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0.3
0.4 a=-0.4 u=-0.4
T=0.91 T=0.91
=03 0=0.3
0.31 0.2
mg 0.2 mt
0.14
0.14
0.0 . . :
00 0.1 0.2 0.3 0.4 0'00_0 02 04 06
h h

Sekil 3.28 Metamanyetik Ising modeline ait a) sekmeli b) toplam miknatislanmanin Q=0.3, T=0.91 ve

a=-0.4 i¢in boyuna alan ile degisimi.

Enine alan metamanyetik Ising modelinin diizen parametreleri olan toplam
miknatislanmanin (m;) ve sekmeli miknatislanmanin (mg) kritik noktalart ve sicaklik,
dis manyetik alan ve enine alan ile degisimi ile sergiledigi faz gegislerini gosteren faz
diyagramlarini elde etmek i¢in (h,T, (1) parametre uzayin tarayarak miknatislanma
sicaklik egrilerini elde ettik. Sekil 3.26 sekmeli miknatislanmanin dis manyetik alan
ve enine alan varligi altinda sicaklikla degisimini gostermektedir. Sekil 3.26 (a)’da
goriildiigii lizeri m, sicaklikla siirekli olarak azalmakta ve kritik noktada sifira
gitmektedir. Ayni1 durum m; i¢in gecerli degildir: Sekil 3.26 (b)’de sicaklik davranisi
verilen m; diizenli fazda artan sicaklikla tirmanig sergilemekte ve T>T¢ i¢in belli bir

degerde doyuma ulagsmaktadir.

Sekil 3.27 (a)-(b)’de h=0.6, T=0.475 indirgenmis alan ve sicaklik degerli igin
sekmeli miknatislanmanin enine alan ile degisimi verilmistir. Beklendigi iizere Q —
Q. iken ve mg — 0 iken m; sonlu deger almaktadir. Son olarak Sekil 3.28 (a)-(b)’de
mg Ve m;’nin sabit enine ve sabit sicaklik degerleri i¢cin boyuna alan h ile degisimi
verilmigtir. Diizenli fazda mg sifirdan farklidir ve h = h.’de my = 0 olmaktadir.

m, ise kritik noktada tekillik sergilemez.
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0.8

0.6

0.4+

0.2+

0.0 ——
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

T

Sekil 3.29 Enine alanin sabit dig manyetik alan etkisi altinda sicaklik ile degisimi

Tabakalar arasi antiferromanyetik, tabaka i¢i ferromanyetik etkilesme iceren EAI

z1]1+23)>

z1J1—22)>

modelinin a = iki farkli ve boyuna alanin h=0.6 degeri i¢in (Q,T) faz

diyagrami sekil 3.29°da verilmistir.

3.11.1 Metamanyetik Enine Alan Ising Modelinin Riemann Geometrisi

Diger dnemli bir husus ise modelin denge 6zelliklerinin ortalama alan yaklagimi ile
incelenmesidir. Enine alan metamanyetik Ising modeli bir kuantum spin modelidir
ancak OAY altinda elde edilen serbest enerji sadece kuantum spin operatorlerinin
beklenen degerlerine baghdir. < S? >, ve < S§% >p denklem (3.130)’da verilen
serbest enerji z dogrultusundaki alt orgiilerdeki spin operatdrlerinin beklenen
degerlerinin farki ve toplami ile orantili olan mgve my’nin fonksiyonudur. Bu nedenle
metrik hesab1 klasik sistemlerdeki gibi gerceklestirilebilir (Janyszek ve Mrugala,
1989; Nakamura, 2022). Bu iki boyutlu manifold i¢in metrik asagidaki gbi
tamimlanabilir. Son olarak, bolim 3.7.2’de detayli olarak ele alinan formalizm
uyarinca metamanyetik Ising modelinin termodinamik hal uzayr mg ve m; olarak

secilebilir. Bu durumda metrik bilesenleri:
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o°f

g1 =B om2’
_ 0%f
912 = 921 = 'Bamsamt'
_ g 0%f
22 = 7P 52 (3.133)

seklindedir. En yakin ve bir sonraki en yakin etkilesmeli EAI modelinin Ricci skaleri

asagidaki gibi yazilabilir:

R=-

1 [a < J12 9911 1 agzz)

\/m om gnm om; _mams

n 0 < 2 0912 _ 1 0911 _ 912 ag11>l
om \\[lgl Om:  [lgl Ome  gy14/1g] O (3.134)
g = det(gij) = g11922 — 9% (3.135)

Metrik tensor bilesenlerini veren ifadeler Denklem (3.130)’deki serbest enerji
kullanilarak hesaplanmistir. Ancak elde edilen ifadelerin karmasikligi nedeniyle
analitik formunu vermektense OAY denge miknatislanmalarinin sayisal ¢oziimlerini
yerine koyarak elde ettigimiz Ricci skaleri grafiklerini sunmay tercih ettik. ilk olarak
sekil 3.30’da h=0.675, Q=0.1 ve a=-0.4 i¢in Ricci skalerinin sicaklikla degisimi
verilmistir. EAI modeline benzer sekilde sonlu sicaklik bdlgesinde klasik ancak
kuantum dalgalanmalarin var oldugu metamanyetik sistemin termodinamik egriligi
kritik nokta yakininda iraksama tekilligi sergilemektedir. Ricci skalerinin boyuna

alanla degisimini elde etmek ig¢in Q=0.3, T=0.91 olarak aldik.
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Sekil 3.31°da goriildiigi tizere Ricci skaleri dis alan kritik degerine eristiginde
iraksama davranigi sergiler. Bu durum klasik dalgalanmalarin baskin oldugunun bir
isaretidir. Bir sonraki adimda boyuna alan ve sicaklik sabit iken enine alanin
termodinamik egrilik {izerine etkisini inceledik. Sekil 3.32’de verilen grafikte
goriildiigii gibi farklh bir manifoldda inceledigimiz enine alan Ising modeline paralel
bir sonug elde ettik. Diizen parametrelerinin hal uzayindaki Ricci skalerinde (0 — €,

iken kasp davranisi sergilemektedir.

2000
a=-0.4

- h=0.675
1500 - 0=0.1

R
1000-

500+ - .

0 L’ J .5\
0.630 0.645 0.660 0.675 0.690
T

Sekil 3.30 Ricci skalerinin h=0.675, 1 = 0.1 ve a = —0.4 i¢in sicaklik ile degisimi.
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120+ o=-0.4
) T=0.91
901 " 0=0.3
R 60! ]
30- "
0 ' ‘J v I;
0.25 0.30 0.35 0.40

Sekil 3.31 Ricci skalerinin T=0.91, Q = 0.3 ve a = —0.4 i¢in boyuna alan ile degisimi

0.8

Sekil 3.32 Ricci skalerinin h=0.675, T=0.475 Ve o = —0.4 icin enine alan ile degisimi.
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Bir sonraki boliime gegmeden once izledigimiz analiz ve elde ettigimiz sonuglari
literatiirdeki mevcut calismalar ile karsilastirmak yerinde olacaktir. Zanardi ve
arkadaslar sifir sicaklikta kuantum faz gecisi sergileyen bir modeli kuazi serbest
fermiyon Hamiltonyenini kullanarak incelemislerdir. Kuazi fermiyonik modeller
Jordan-Wigner doniigsiimleri ile kuantum Ising modeli ile iliskilendirilmistir. Yazarlar
bu c¢alismalarinda EAI modelinin bir boyutlu halini transfer matrisi yontemi ile
incelemislerdir. Kritik noktalar yakininda metrik bilesenlerini sicaklikla dlceklenme
iligkilerini elde etmislerdir. Ayrintili bir analiz ile metrik bilesenlerini sifir sicakliktaki
kuantum ve sonlu sicakliktaki termal gegisler i¢in ayr1 ayr1 elde etmislerdir. Bu
calismada Bures metrigi kullanilarak Gauss egriligi hesaplanmis ve bir boyutlu enine
alan Ising modeli i¢in egrilik Q-T uzayinda ¢izilmistir (Zanardi vd., 2007b). Zanardi
diger bir calismasinda hem x hem de y dogrultusunda manyetik diizenin oldugu ve
enine alan iceren XY modelinin termodinamik geometrisini incelemistir. Bu ¢alismada
XY modelinin termodinamik egriligi sistemi betimleyen parametreler cinsinden elde
edilmistir. Sonuglar Ricci skalerinin hal uzay1 manifoldunun faz gegisleri yakininda
biiylik yapisal degisiklikler sergiledigini ortaya koymustur. Klasik sistemlerle hem
termal hem de kuantum faz gegisi sergileyen sistemlerin temel farki tiinelleme
teriminin Ricci skalerinin davranisini etkilemesidir. Bizim sistemimizde bu etki kritik
nokta uzaginda goriilen anomalilerle kendini gostermektedir (Zanardi vd., 2007a;
Erdem ve Alata, 2020). Ruppeiner metrigi ile yapilan diger bir caligmada
ferroelektriklere uygulanan bir kuantum 6rgii sisteminin klasik karsiligi kullanilarak
sistemin termodinamik geometrisi incelenmistir. Coklu kuyu potansiyeli i¢eren bu
sistemin klasik esdegeri BEG modeli cinsinden yazilmis ve Ricci skalerinin kritik ve

coklu kritik noktalar1 yakinindaki davranislar1 detaylica incelenmistir (Erdem, 2020).

Heniiz bilimsel dergilerde yayinlanmamis olan ancak ¢evrimi¢i yayinlanan iki
calisgmada kuantum Ising modelinin skaler egriligi Bogoliubov-Kubo-Mori (BKM)
metrigi ile incelenmistir. Nakamura bu iki caligmasinda tamamen kuantum faz
gecislerine odaklanmig ve ilk calismasinda bir boyutlu EAI zincirlerinin tam
¢cozlimiinli gergeklestirerek zincirdeki parcacik sayisinin sonlu deger (1,2,3) aldig1 ve
termodinamik limitteki sonsuz zincir halleri i¢in Ricci skalerini sicaklik davranisi elde

etmistir (Nakamura, 2022). Ayni1 yazar ikinci calismasinda daha yiiksek boyutlu
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sistemleri farkli yaklasimlar altinda ele alarak sistemin termo geometrik 6zelliklerini
incelemistir. Sifir, bir boyutlu ve ortalama alan yaklasimi ile incelenen EAI modelleri
BKM metrigi ile detaylica incelenmistir. Bu ¢alismanin tezde sunulan analizden iki
temel farki bulunmaktadir: Nakamura T=0’daki tekilligini incelemistir. Biz ise, sonlu
sicakliklardaki termal gegisleri ¢alistik. Bu tez ¢alismasinda biri diizen parametresi
birisi de sicaklik olan iki parametrenin tanimladigi alt manifoldda c¢alisildi ve metrik
bilesenleri serbest enerji kullanilarak elde edildi. Ortalama alan yaklagiminda olmamiz
analizimizi klasik olarak yiirlitmemize izin verdi ancak incelememizi sonlu
sicakliklarda gergeklesen termal faz gecisleri ile sinirladi. Olgekleme davranisi iizerine
odaklanan bu ¢alismada alan diizensizligi yoktur ve bizim sonuglarimiza paralel bir
sekilde Ricci skalerinin ikinci dereceden gegisler yakininda iraksama sergileyecegi
gbozlemlenmistir (Nakamura, 2023). Bu g¢alismada termal gegisler ayrintili olarak

incelenmemistir ve hem kullanilan metrik hem de secilen manifoldlar farklidir.

Ozetle OAY altinda ve klasik metrik ile yiiriittiigiimiiz analiz mevut ¢alismalardan
ayrilmaktadir. Ancak sonuglar paralellik gostermektedir. Bures ve BKM metrigi ile
yapilan ve kuantum istatistik mekanigi kullanilan bu ¢aligmalarda Ricci skalerinin
gecis noktalarinda iraksama davranisi gordiigii rapor edilmistir. Benzeri davranis
Ruppeiner metriginde de gézlemlenmistir. EAI modeli XY modelinin 6zel bir halidir.
XY modelinde enine alanin degerine bagli olarak bazi durumlarda iraksama
davraniginin yerini siireksizlige biraktig1 gorilmiistiir. Biz ayn1 davranigi rastgele alan
iceren EAI modeli igin gozlemledik. Uglii kritik noktada siireksiz gordiik. Ayrica
rastgele alanin varligi diisiik alan degerleri i¢in ferromanyetik fazda, yiiksek alan
degerleri i¢in ise diizensiz fazda gergeklesen anomalilerin varligini ortaya koymustur.
Bu durumun enine alan metamanyetik Ising modeli i¢in s6z konusu olmamasi
anomalilerin alan diizensizligi tarafindan indiiklendigini diisiindiirmektedir. Sekil
3.20’de bu anomaliler (Ricci skalerinin ¢ok yiliksek degerler aldig1 ancak faz gecisi

noktasinda yer almayan noktalar) faz egrisinde sunulmustur.
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3.12 Rastgele Enine Alan Ising Modelinin Termal Kritik Manyetik Durulmasi

3.12.1 Durulma Zamaninin Termal Kritik Davranisi

Bu boéliimde Enine Alan Ising modelinin durulmasini sistemin termal kritik nokta
yakinindaki davranislarini inceleyecegiz. ilk olarak analizimizin gegerlilik sinirlarim
tartigmakta yarar vardir. Asagida verilen analiz ve elde edilen fiziksel nicelikler sadece
ortalama alan yaklagimi altindaki EAI modeli i¢in gecerlidir. Diger yaklagimlar ve
diisiik boyutlu tam ¢oziilebilen zincir sistemleri i¢in dinamik kuantum karakterlidir ve
durulma davranisi buradaki yaklasim ile agiklanamaz (Blinc ve Zeks, 2006). Boylesi
sistemlerin dinamik Ozellikleri ¢ok daha karmagsik yontemler gerektirir: Green
fonksiyon teorisini kullanan ¢ok parcacik modelleri ve mikroskobik teoriler. OAY
altindaki rastgele EAI modelinin durulma davranmigini ele almak igin rastgele dis
manyetik alanin denge degerinden yeterince kiigiik miktarda saptigi kabul edilir.
Boylelikle sistem dogrusal yanit kurami kullanarak incelenebilir. Sisteme uygulanan
dis manyetik alandaki sapma sistemin enerjisini arttirma egilimindedir ve denge

komsulugunda yeni bir serbest enerji tanimlanir. Rastgele alan igeren sistem igin yeni
dagilim ((p(h;) = %[S(hl- — hy — 8h) + 8(h; + hy + Sh)]) halini alir. §h yeterince

kiigiik iken serbest enerji denge degeri etrafinda Taylor serisine agilabilir.

G(mz, T, h, Q) = Go(mzo, To, ho, Qo) + AG. (3136)

Burada m,, miknatislanmasinin denge degerini ve AG serbest enerjideki artis

miktarini (serbest enerji prodiiksiyonu) ifade eder.

ag =196 2+ =228 hoC )
~2omz T ) Y G ok 0)UMz = Mzo
192G 9%G
e AR _ _ 3.137
+1aZGQ Q)2+aG(h h)+aGQ Q
2002 0 oh 0 69( 0)-
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Sistemi dengeden uzaklastiran dis manyetik alan kaldirildiginda sistem tekrar
denge durumuna donmek isteyecektir. Dengeye durulma siireci genellestirilmis kuvvet
genellestirilmis aki iliskisi ile ele alinabilir. Tersinmez termodinamik kuramina gére,
ferromanyetikbir sistemin diizen parametresi’nin zamana gore tiirevi genellestirilmis
akiya karsilik gelir. Genellestirilmis kuvvet X,,, ise ve sistemdeki enerji artist AG ’nin
(m —mgy)’a gore tiirevi hesaplanarak elde edilir. Genellestirilmis aki ve
genellestirilmis kuvvet arasindaki dogrusal iliskiyi fenomenolojik oran katsayisi olan

Ly, m, yi kullanarak yazabiliriz.

My = L, m, X, (3.138)

Sistemin durulma zamanini elde etmek i¢in dig manyetik alanin denge durumundaki

dis manyetik alana esit oldugunu h = hy = 0 oldugu durum kabul edilir ve denklem

mz = Ame(mz - sz): (3139)

halini alir. Denklem (3.139) uyarinca tanimlanan genelltestirilmis aki i¢in ¢ozim
fonksiyonu olarak e~t/* formunda bir ¢oziimonerilerekenine alan Ising modeline ait

durulma zamanlar1 hesaplanabilir:

(3.140)

Denklem (3.103) ile verilen serbest enerji kullanilarak ve OAY altindaki
miknatislanmalarin sayisal ¢oziimleri gergeklestirilerek denklem (3.138)’deki A
katsayist edildi. Daha sonra denklem (3.140)’de yerine konarak ve L=0.1 alinarak
durulma zamani sekil 3.33°deki gibi elde edildi. Sekil 3.33 (a)’daki sekil saf EAI
modeli i¢in Q = 0.3 iken manyetik durulma davranisinin kritik yavaslama
sergiledigini ortaya koymaktadir. Klasik gecisler i¢in kritik yavaglamanin varligi sonlu
rastgele alan iginde s6z konusudur. Sekil 3.33(b)’de verilen durulma zamani kritik

nokta yakininda iraksamaktadir.
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a) b)
6000 4000
h=0 h=0.1
0=0.3 0=0.3
- L=0.1 3000 . =
4000 L=0-1
T
T 2000
2000 .
. 1000 .
0 ——J ,M* 0 4-J &‘
0.9 1.0 1.1 0.9 1.0 1.1
T T

Sekil 3.33 a) Durulma zamanimin dis manyetik alanin olmadig1 ve enine alan etkisi altinda kritik nokta
yakiinda sicaklikla degisimi b) Durulma zamaninin dig manyetik alanin oldugu ve enine alan etkisi

altinda kritik nokta yakininda sicaklikla degisimi

3.12.2 Rastgele Enine Alan Ising Modeline Ait Dinamik Alinganhiklarinin Elde

edilmesi ve Incelenmesi

Denge dis1 alinganligin elde edilmesinden 6nce AC alinganligin diisiik frekans
davranisina karsilik gelen denge alinganligi elde etmek yerinde olacaktir. Rastgele

EAI modeline aithal denklemi:

( [ Jzm + h BlJzm + h)? + QZ]% )
1 1
== [

m, = Jzm + h)? + Q2] 2 ,

[ Jzm — h ]t h(ﬁ[UZn1—102-+(F]”2>
[(zm — hy? + 02172 " 2 (3.141)

ifadesi ile verilir. Sisteme ait olan hal denkleminin dig manyetik alan h’ya gore tlirevini

alarak miknatislanmanin manyetik alan (h) ile degisimini buluruz.

(3.142)

X =lim—
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Sekil 3.34’de modelin denge alinganliginin enine alan varlig altinda elde edilen
sicaklikla degisimi verilmistir. Beklendigi tizere kritik nokta yakinlarinda denge

alinganliginda tekillik gézlemlenmistir.

[}
1000 h=0
| 0=0.3
800- q=4
600
X 400 -
.l
200- .
0 7;,_——"*. : %
0.990 0.995 1.000 1.005

T

Sekil 3.34 Boyuna dis manyetik alanin sifir oldugu ve sabit enine alan etkisi altindaki kritik nokta

yakininda denge alinganliginin sicaklikla degisimi

Simdi yukarida elde edilen durulma zamanimi kullanarak dinamik alinganlik
ifadelerini elde edecegiz. Bu incelemeyi yapabilmek i¢in sisteme w agisal frekansina
sahip stirekli bir salinimli alan uygulandigi kabul edilir. Bu formiilasyon altinda
kinetik denklemlerin elde edilmesi i¢in sistemin kararli (stasyonel) hale eristigi kabul

edilir. Bu durumda:

(H — Hy) = H,e't, (3.143)

iken

(mz - mzo) = mzleiwt» (3-144)
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olur. Son olarak denklem (3.138) ile verilen kinetik denklem ¢6ziildiigiinde hal

denklemi:

m,(t) — Mye, = x(w)Hie'™", (3.145)

seklinde elde edilir. Denklem (3.145) kullanildiginda dinamik alinganlik:

LBt

= . 3.146
1+ iwt ( )

X

(3.147)
x(w) = x'(w) — ix"(w).

formunda elde edilir. Dinamik alinganlik karmagik bir fonksiyondur. Dinamik

alinganligin reel ve imajiner kisimlart:

LBt

X =17 (3.148)
y o LBTw 3.149
X =Ty are (3.099)

seklindedir.
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1000 4
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Sekil 3.35 Manyetik dispersiyon katsayisinin a) diisiik frekans, b) yiiksek frekans bolgesindeki sicaklik

davranigi
a b
) )0.008
100+ h=0.1
0=03
0.006 -
751
X" " 0)1:1)(10'9
50 0.0041
0.0021 =2x10°
25 ¢ 072X
C]|
0 . . . 0.000 ‘ . :
0988 0989 0990 0991 0992 0.988 0.989 0.990 0.991 0.992
T T

Sekil 3.36 Rastgele EAI modeline ait manyetik absorpsiyon katsayisiin a) diisiik frekans, b) ¢cok diistik

¢) yiiksek frekans araligi i¢in sicaklikla degisimi

Yukaridaki sekil 3.35 ve sekil 3.36’de rastgele EAI modelinin dinamik
alinganliginin diisiik frekans (wt <« 1) ve yiiksek frekans (wt > 1) rejimleri sekillerde

verilmistir. Beklendigi tlizere diisiik frekanslarda dinamik alinganligin gercel kismi
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denge dinamik alinganli§a doniisiir ve kritik nokta yakininda iraksar sanal kisim ise
ayni limitte sifira gider. Sekil 3.35 (a) ve Sekil 3.36 (a) ve (b) deki sonuglar bu beklenti
ile uyumludur: Manyetik dispersiyon katsayist T — Tc iken iraksama egilimi
gostermektedir. Manyetik absorpsiyon katsayist da termal kritik nokta yakininda
hizlica artig sergiler ancak w — 0 limitinde sifira gitme egilimindedir. Yiiksek frekans
davranist Sekil 3.35 (b)’de verilen dispersiyon katsayist kritik noktada sifira
gitmektedir. Son olarak
manyetik absorpsiyon katsayisinin yiiksek frekanslarda kritik noktada tekillik
sergilemeyip maksimum yaptig1 ve tepe genliginin artan frekansla azaldig1 Sekil 3.36

(c)’de acike¢a goriilmektedir.
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BOLUM DORT

OZET VE SONUC

Bu tez galismasinda termal ve kuantum faz gegisleri sergileyen spin-S enine alan
Ising modeli ve S=1/2 6zel halinin iki varyasyonunun denge manyetik ozellikleri
ortalama alan yaklasimi altinda incelenmistir. Bu amagla spin-S enine alan Ising
modelinin serbest enerjisini veren ifade ortalama alan yaklagimi ve Bogliubov
varyasyonel ilkesini birlestiren bir yontemle tiiretildi. Ayni1 analiz ile rastgele boyuna
alan etkisi altindaki ve metamanyetik ozellik sergileyen spin-1/2 enine alan Ising

modellerinin faz egrileri elde edildi.

Bir sonraki adimda bu sistemlerin sonlu sicaklik termodinamik geometrik
ozellikleri termal faz gegislerinin varliginda detaylica incelendi. Rastgele boyuna dis
manyetik alan etkisindeki spin-1/2 enine Ising modelinin sicaklik ve
miknatislanmadan olusan iki boyutlu alt manifold i¢in termodinamik egriligi
Ruppeiner metrigi ile elde edildi ve sicaklik ve dis alan ile degisimi galisildi.
Metamanyetik spin-1/2 enine Ising modellinin metrigi tanimlanirken ise sekmeli ve
toplam miknatislanlardan olusan iki boyutlu termodinamik koordinat sisteminden
yararlanildi. Her iki sistem icin Ricci skalerinin termal faz gegisleri komsulugundaki
sicaklik ve alan davraniglar1 kapsamlica incelendi. Literatiirdeki ¢alismalarla uyumlu
olarak Riemann geometrisini kullanarak elde ettigimiz termodinamik egriliklerin faz
gecisi noktalarinda 1raksama yaptigr gorilmiistiir (Keles vd., 2023, Sunnetci vd.,

2023).

Son olarak ortalama alan yaklasimi altindaki rastgele enine alan Ising modelinin
termal kritik manyetik durulmasi denge istatistik mekanigini dogrusal yanit kurami ile
birlestiren bir yaklasimla ele alind1. Ilk olarak sicakligin bir fonksiyonu olarak denge
alinganlik ifadesi elde edilerek sicakliga gore degisimi incelenmis olup, literatiirdeki

calismalara uygun ortalama alan yaklagimi altinda faz gecisi noktasinda iraksama
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gerceklesmistir. Literaturdeki ¢alismalarla uyumlu olarak diistik frekanslarda dinamik
alinganlik denge dinamik alinganliga doniistii. Yiiksek frekanslarda ise kritik noktada

alinganligin reel kismi sonlu degerler ald1.

Sonu¢ olarak enine alan Ising modelleri kuantum faz gecisleri ve termal faz
gecisleri sergileyen ve termodinamik geometrik 6zellikleri agisindan zengin ve ilgi
¢ekici bir sistemlerdir. Bu nedenle bu tez calismasinin teorik ve deneysel yeni

calismalara ilham verebilecegini umuyoruz.
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